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Het is bekend, dat George Green in het jaar 1828 uitgaf 
„An Essay on the AppHcation of mathematical Analysis to the 
Theories of Electricity and Magnetism" , waarin eene theorie van 
de potentiaal ontwikkeld werd, door Thj^mson en Tait ♦) terecht 
„diewundervolleA Green' scheji Theorie des Poten tials" genoemd. 

De verhandeling van Green bleef nagenoeg onbekend tot het 
jaar 1850, toen zij in Grelle's Journal für die Mathematik f) 
overgedrukt werd. Gedurende dien tusschentijd werden vele re- 
sultaten, door Green reeds gevonden, op nieuw verkregen door 
Gauss, Chasles, Thomson en anderen. 

De beschouwingen van Green blijven steeds in vele opzichten 
merkwaardig en worden gedeeltelijk nog gevolgd in de leer van de 
potentiaal. Zoo treedt ook v eelal de functie van Green op bij ^^tU^ 
de afleiding der stelling: dat het altijd en slechts op eene wijze 
mogelijk is, over een gegeven oppervlak, massa zoodanig te ver- 
deden, dat de potentiaal in ieder punt van dat oppervlak eene 
g^even waarde aanneemt. Die functie bewijst bij het betoog 
[V^ eenigen dienst , en ve rdwijn t later geheel ; eene uitzondering is het -^^A^ 

*) Thomson und Tait. Handbuch der Theoretischen Physik, Deutsche 
Uebersetzung von Helhholtz und Wertheim. II Theil § 527, 503. 
t) Crelle. Jouraal ffir die Mathematik. Band, 39, 44, 45. 




dat haar vorm voor een bijzonder geval nader bepaald wordt, 

zooals o. a. bij Riemann *). Dat plotseling optreden en even 

spoedig verdwijnen wekt terecht eenige verwondering en gaf mij 

-^-^ aanleiding tot een na uwke uriger onderzoek van genoemde functie. 

De bovenvermelde stelling leidde Green af door gebruik te 
maken van de naar hem genoemde functie.. Green' s betoog 
is echter niet geheel wiskundig en staat in zooverre beneden 
het zuiver analytische bewijs , dat Dirichlet f) later gaf. Ook 
Gauss deelde in zijne „AUgemeine Lehrsatze in Beziehung auf die 
im verkehrten Verhaltnisse des Quadrats der Entfernung wirkenden 
Krafte" §) eene afleiding mede voor de genoemde stelling , welke 
boven die van Green is te stellen. Niettegenstaande dus twee 
wegen bekend zijn, om dezen „herrlichen Satz" te betoc^eh, 
vindt men nog gebruik gemaakt van de functie van Green — zoo 
o. a. door Clausius in zijne bekende potentiaal-leer — en met 
reden, want, zooals in het eerste hoofdstuk blijken zal , heeft 
hare invoering een eigenaardig voordeel. In dat hoofdstuk wordt 
nagegaan in welk verband de functie van Green staat tot de al- 
gemeene leer van de potentiaal, en de wijze waarop Green de 
genoemde stelling afleidde, met die van Dirichlet vergeleken. 
De volgende hoofdstukken zijn gewijd aan de beschouwing van 
de fimctie op zich zelve en aan de wijze, waarop zij bepaald 
wordt. 



*) Riemann. Schwere, Elektricitat und Magnetismus. 1876. 

t) Lejeüne Dirichlet. Vorlesungen über die im umgekehrten etc. wir- 
kenden Krafte. In 1876 door Grübe uitgegeven. 

§) GaüSS und Weber. Resultate aus den Beobachtungen des magne- 
tischen Vereins. 1839. Ook in Gauss. Werke, 5 Band. 



EERSTE HOOFDSTUK. 

over de potentiaal in het algemeen en de functie van 

Green in het bijzonder. 



§ i . Twee raateriëele punten jtt en m , waarvan de rechthoekige 
coördinaten a, |J, y en x, y, z zijn, trekken elkander aan, vol- 
gens Newton's wet, met eene kracht 

p ^ 

— E* 

zoo e den afstand van /« en m voorstelt. De componenten van de 

kracht door /li op m uitgeoefend zijn 

« /ttma — X ^mdE dl 

"Ê^ ""Ê~— ~"F dr~''"^di[ E 

Y (Am p — y |ttm dE dl 

Ê^""Ê~~~"Ë^dy~'*"^dyÊ 

„ fAtti r — z /limdE dl 

Hetzelfde geldt van een systeem materiëele punten ni met coör- 
dinaten «I, ^1, yii alsdan worden de componenten van de kracht 
op m ui^[eoefend voorgesteld door 

^ = "^"'1^1: 
dl 

^^^'"^'"d^Ë: 



'"'^'*' di ë; 



1 



i 

Zij nu 

dan is 

^ dV -, dV „ dV 

dx dy dz 

De componenten X, Y, Z zijn derhalve de partiëele afgeleiden 
van V naar x, y en z, vermenigvuldigd met de massa m. De uit- 
drukking mV heet de potentiaal van de massa's /«i ten opzichte van 
de massa m in het punt x , y , z ; de grootheid V zelve de poten- 
tiaal van het systeem jui in het punt x , y , z ; in het laatste punt 
wordt dus hierbij de eenheid van massa gedacht. De grootheid V 
is, zoolang het punt x, y, z niet in een der punten «i, jJi, /i valt, 
even als hare afgeleiden eindig en continu. Hare tweede afgeleiden 
voldoen aan de vergelijking van Laplage 

d'V d'V d'V 

Op oneindigen afstand wordt V nul of liever, zoo 

R=z:|/x» + y« + z* 
is, blijven de waarden 

dx dy dz 

steeds eindig, hoe groot x, y en z ook mogen genomen worden. 
Vullen de massa's (Ai continu een lichaam , of zijn zij verbreid 
over een oppervlak , dan wordt de potentiaal in het punt x , y, z. 

'dm 
T 

waarbij de int^atie moet uitgestrekt worden over het gebied, 
waarbinnen de massa's liggen. 
Volgens bekende definitie is bij een lichaam 

dm ziz Q da d^ dy izz ^dr 
en bij een vlak 

dm zzz gdG 
waarin dr het volume-element en da het oppervlakte-element in 
a, ^y y voorstelt, terwijl q de dichtheid is in dat punt, die in 



ƒ 



het algemeen eene eindige en continue functie van a, |J en ;' ge- 
rekend wordt. 
Men heeft dus voor een Uchaam en voor een vlak respectievelijk 



m- 



d/Jdy en 



V = 



llt^ 



Noemen wij het oppervlak, dat het lichaam begrenst, waarbin- 
nen in het eerste geval de massa verdeeld is, S, en het opper- 
vlak , waarover in het tweede geval de massa uitgebreid is , even- 
zoo, dan zullen in het algemeen de eigenschappen der functiën V 
verschillend zijn , naar gelang het punt x , y , z buiten S , op S of 
binnen dat oppervlak gelegen is. In het eerste geval vertoonen de 
beide functiën V, of de potentiaal van een lichaam en van een 
oppervlak, volkomen dezelfde eigenschappen, en wel juist die, welke 
zooeven voor het systeem /mi opgenoemd zijn. 

1^ Zij zijn, even als hare afgeleiden, eindig en continu. 

2^ Zij voldoen aan de vergelijking A V = 0. 

3**. Op oneindigen afstand blijven de uitdrukkingen 

dx dy dz 



ct/J^-^ _ _ _ c^h^yifY 



Steeds eindig. 

Functiën , die voor alle punten bulten zeker oppervlak S aan deze 
i,iru>\\0 d^^^ voorwaarden voldoen, noemen wij in het vervolg ?„ of V„ / 
f unctiën van het oppervlak S. '"^ """"^ 

Wordt het punt x, y, z binnen S gedacht, dan zijn de eigen- 
schappen van de potentiaal eener vlaktelading en van een lichaam 
verschillend. Wel blijft bij beide in alle punten binnen S de po- 
tentiaal , evenals hare eerste afgeleiden , eindig en continu , maar de 
tweede afgeleiden voldoen bij een oppervlak nog steeds aan A V = 0, 
terwijl bij een lichaam de vergelijking van Laplace in die van 
PoissoN overgaat, nl. 

d'V , d»V , d'V , , ^ ,, 

d?+dF+d-^=-^^^"^^^=-^"^ 

waarin q de dichtheid voorstelt in het punt x, y, z. 




^^^^<V; 



6 

De potentiaal van een oppervlak in een binnenpunt voldoet dus 
nog aan de voorwaarden 1 en 2 , zooeven genoemd ; eene functie , 
die, voor alle punten binnen een oppervlak S, deze twee eigen- 
/ / schappen vertoont, wordt in het vervolg dikwijls voorgesteld door ^^C 

^•^Mmm J 'I^ ten slotte het punt x, y, z in het oppervlak S gelegen. Nu 

is het de potentiaal van eene massa over S uitgebreid, waarop 
vooral de aandacht moet gevestigd worden. Nemen wij drie punten 
aan, één binnen S, één daarbuiten en één op het oppervlak ge- 
legen, en wel 

P P P 

waarin potentiaal-waarden 

zoo dan Pi en P^ samenvallen in P,, heeft men 

Lim. Vi = Lim. V„ = V i) 

zoowel bij een lichaam als bij een oppervlak. Tevens is het- ^^^ »u. 
zelfde te zeggen bij een lichaam van de eerste afgeleiden. Dit ^'^^'^ 
is niet zoo bij eene oppervlakte-lading. Zij in P, eene normaal op- 
gericht en zijn de punten Pi en P^ op die normaal gelegen , zoo men 
1^ dan Pi langs de normaal naar binnen het element dn , en P, naar 
/^^'"'^^XTn. buiten het element dN laat doorloopen , dan zal de functie Vi aan- 

^ ' 'm]^^ groeien met — dn en Y» met -^ dN. Vallen nu Pi en P, in P, , 






dan is in het algemeen bij eene vlaktelading 

"-©+"■»■©=-''"' '> 

waarin q weer voorstelt de dichtheid in P,. Bij een oppervlak is 
dus de eerste afgeleide van de potentiaal bij doorgang door het vlak 

dV 
discontinu; met de waarde van j- voor een punt op S, wordt 

/htcci^^ dan ook steeds b edoeld een der beide limieten , waarvan het verschil 

— 4 TT^ bedraagt. Wij laten in het vervolg , daar, waar zonder ver- 
klaring duidelijk is dat een der genoemde limietwaarden bedoeld 
wordt, meestal het woord limiet weg. De vergelijking 2) vindt 
dikwijls geschreven 



/dV\ /(1V\ 

§ 2. In de potentiaal-leer , vooral waar sprake is van de potentiaal 
eener vlakte-lading over een oppervlak S, vervullen de functiën 
Pi en P„ van S eene belangrijke rol. Verschillende eigenschappen 
van deze functiën vindt men onmiddellijk uit het bekende theorema 
van Green, dat hier in herinnering wordt gebracht. 

Laten U en V twee functiën zijn van de coördinaten x, y, z, 
die met hare eerste afgeleiden eindig en continu blijven voor alle 
punten binnen een oppervlak S , dan geldt de betrekking 



d(y+ /VAUdT 



= fu^d(;4-[uAVdT 



') 



waarin dn naar binnen gerekend wordt. 

Zijn U en V beide Pj functiën van S, dan is zoowel /\ü ^ils 
AV=:0, dus: 



/v.^--/".^-=o 
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Eene belangrijke betrekking verkrijgt men , indien voor ü geno- 

1 
men wordt :=•, waarin Ej voorstelt den afstand van een punt P 

(x , y , z), binnen of op S , tot een vast punt Pi (x', y', z) binnen S. 

1 . . 
De uitdrukking ^ is niet eindig evenmin als hare afgeleiden zoo 

til 

X, y, z in x', y', z' valt. De gelijkheid ^) kan dan ook slechts 

toegepast worden voor de ruimte ingesloten door S en door het 

oppervlak van een bol , waarvan P- het middelpunt is en de straal 

* genomen wordt. Door e steeds kleiner te laten worden , vindt men 

in dit geval, zoo weer V=:Vi eene Pi functie is, 

hü^-lk^''-*''" •> 

waarin V/ de waarde is van Vj in het punt x', y', z'. 
Ten einde voor de ruimte buiten S de stelling van Green toe t^ 



8 

passen , denken wij ons eerst die ruimte b^rensd door een j3ol met 
straal R ; dan geldt voor het deel , tusschen S en het oppervfak van 
dien bol gelegen , de vergelijking *) , waarin nu de integratie zoo- 
wel over S als over het oppervlak van den bol moet plaats hebben , 
terwijl nu de differentiatie naar de normaal binnen die ruimte ge- 
trokken, moet geschieden; welke bewerking voor het oppervlak S 

voorgesteld wordt door -r^- 

Onderstellen wij thans , dat ü en V beide ?„ functiën zijn van het 
oppervlak S , dan volgt uit de derde voorwaarde , waaraan die functiën 
voldoen , dat de integralen voor het oppervlak van den bol , zoo R 
steeds grooter wordt , gezamenlijk z= O zijn , derhalve is ook dan 

ƒ V. ^ d, _ ƒ ü. *^= d. = o ., 

i 

Wordt weer in *) voor U gesubstitueerd de waarde ^, waarin Ea nu 

voorstelt den afstand van P{\, y , z) tot een vast punt PJ (x', y', z) 
buiten S gelegen en zij weer V eene ¥„ functie, dan vindt men 
even als vroeger 

f''-mh-fiw'"=*'-''- "> 

waarin V„' voorstelt de waarde , die Vu in het punt x' , y' , z' aan- 
neemt. 

§ 3. Zoo over het oppervlak S eene lading is aangebracht, 

waarvan de dichtheid q in ieder punt gegeven is, dan bestaat 

A^i6vfu^4^»i^ het begalen van de potentiaal dezer lading in het uitvoeren van 

eene integratie over het oppervlak S. Is de potentiaal Vi in 
een punt binnen S en hare waarde V^ in een punt buiten S 
bepaald; dan heeft men twee functiën gevonden, waarvan de 
eerste eene Pi functie voor S , de andere eene Pu functie is , en wel 
nemen beide functiën aan het oppervlak dezelfde waarde aan. Uit 
r^Jkf^ de betrekkingen, hierboven afgeleid, volgt dadelijk dat omgekeerd 4^ 

twee geheel willekeurige P| en Pu functiën voor het oppervlak S, 
die slechts aan de voorwaarde voldoen dat zij voor punten van S beide 
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dezelfde waarden aannemen , kunnen beschouwd worden als de poten- 
tialen eener vlaktelading over S. 

Zij nl. de Pi functie V, en de P„ functie V„ en hare waarden 
aan het oppervlak V., dan wordt aa ngetoo nd dat Vj de poten- /U^nr^ 
tiaal voorstelt in punten binnen S eener lading, waarvan de 
dichtheid is 



47r\dn "^dN/ 



en Vtt de potentiaal in punten buiten S van diezelfde lading. In- 
derdaad uit ö) volgt 

A.V.— Z'v.^ida-fiï^da 7) 



ƒ 



\ 

En neemt men nu in aanmerking , dat -^ eene ?„ functie is voor 
S, dan volgt uit s) 

''=\^-mk''-\km^' '> 

d 1 d 1 

Verder is -j- — zz: — -jï^^, zoodat men door optelling van 
dn £ii ulN Ëii 

7) en 8) verkrijgt 
of 



ƒ. 



waaruit blijkt, dat de waarde, die V/ in het geheel willekeurige 
punt x', y', z' binnen S aanneemt, de potentiaal is eener lading 
over S met de aangegeven dichtheid. Door gebruik te maken van 
de vergelijkingen ö) en ^) vindt men eveneens 



--k\k^^^^^'=\k^'- 



Over een oppervlak S is dus steeds eene massa te verdeelen, zoo- 
dat de potentiaal in alle punten binnen S eene gegeven vsraarde 
aanneemt en ovenzoo de potentiaal buiten S, zoo die gegeven 



fiJtVMjPl 
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waarden binnen S uitgedrukt worden door eene Pi functie van S, 
die buiten door eene Pu functie en voor punten van S geldt 

Pi = Pu. 

De dichtheid dezer lading en daarmede de massa is geheel be- 
paald, zoodat er slechts ééne verdeeling mogelijk is, 

§ 4 De vraag kan thans gesteld worden : zal ook iedere P„ func- 
tie van het oppervlak S kunnen beschouwd worden als de poten- 
tiaal in buitenpunten eener massaverdeeling over S , en is die mas- 
saverdeeling geheel bepaald? Geldt hetzelfde van eene geheel wil- 
lekeurige Pi functie voor punten binnen S? De potentiaal-theorie 
van Gauss en het beginsel van Dirichlêt beantwoorden onmid- 
dellijk beide vragen, en doen tevens eene nieuwe eigenschap ken-»- 
nen. Geheel analytisch bewijst Dirichlêt — „er bestaat voor ze- 
ker oppervlak S eene, maar ook slechts ééne P, functie, die in 
alle punten van S gegeven waarden aanneemt, die voor de ver- 
schillende punten van het oppervlak eindig zijn en continu in 
elkander overgaan. Ook bestaat er eene, maar slechts ééne Pa 
functie, waarvan hetzelfde geldt." Het bewijs voor deze gewich- 
tige stelling komt voor in de reeds genoemde „Vorlesungen" en is 
in verscheidene leerboeken overgenomen ; zoodat het hier kan ach^ 
terwege blijven. 

De vragen, zoo even gesteld, kunnen derhalve bevestigend be- 
antwoord worden. 

Is eene Pa functie gegeven , dan zijn de waarden van die functie 
voor het oppervlak S bekend en dan is er volgens Dirichlêt ééne Pi 
functie aan te wijzen , die voor alle punten van S de waarden aan- 
neemt , waarin de Pa functie overgaat. Die functie en de gegevenè 
kunnen beschouwd worden als potentialen in punten binnen en 
buiten S eener lading over dat oppervlak , die daardoor volgens de 
voorgaande paragraaf geheel bepaald wordt. Hetzelfde kan gezegd 
worden zoo eene Pi functie gegeven is. Maar verder, zoo voor alle 
punten van S eindige , continu veranderende waarden gegeven zijn, 
dan kan men eene Pi en eene P^ functie aanvsrijzen, welke voor 
punten van S die waarden aannemen. Het algemeene probleem 
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over een gegeven oppervlak, zoodanig massa te verdeelen, dat de 
potentiaal van die massa in alle punten van dat oppervlak g^e- 
ven waarden aanneemt is dus mogelijk en bepaald. Mocht de massa 
gegeven zijn, dan kan die massa zoodanig over een gegeven op- 
pervlak verdeeld worden dat de potentiaal in ieder punt van dat / A /? 
oppervlak eene waarde heeft e venred ig met eene gegeven grootheid. ^ti^^M/^-M, 



§ 5. Liggen gegeven massa's binnen een oppervlak S, hetzij 
over vlakken uitgebreid , waarvan S er een kan zijn , hetzij continu 
binnen een lichaam veerdeeld , of in punten opgehoopt , dan is over 
S altijd eene massaverdeeling aan te brengen maar slechts ééne, 
die in alle punten van S dezelfde potentiaal heeft als die massa's. 
De potentiaal toch van die verdeeling over S is in punten buiten 
S eene ?« ftmctie en evenzeer geldt dat van de potentiaal der 
massa's binnen S gelegen; beide ?„ functien hebben aan het op- 
pervlak dezelfde waarde — volgens de stelling van Diiuchlet 
zijn zij dus volkomen dezelfde. Bijgevolg is het mogelijk eene 
massa verdeeling over S aan te brengen, die in de oneindige ruimte 
buiten S dezelfde potentiaal te voorschijn roept als de massa's bin- 
nen S , en die verdeeling is geheel bepaald. Het bepalen der dicht- 
heid van de gevraagde massa verdeeling is slechts een bijzonder 
geval van het algemeene probleem, aan het eind van de vorige 
paragraaf besproken. Waren de massa's buiten S gelegen, dan 
zou er ééne, maar ook slechts ééne verdeeling van massa over S 
mogelijk zijn , die in de ruimte binnen S dezelfde potentiaal heeft 
als de buiten gelegen massa's. Dat werkelijk beide verdeelingen 
mogelijk zijn is a priori waarschijnlijk. Immers, zoolang men 
buiten de massa's zelve blijft — hier buiten het vlak S in het eer- 
ste geval — vertoonen de potentialen eener lading over S en 
/ van de massa's binnen S volkomen dezelfde eigenschappen; het 
^.^-^T*^ is dus te v erwac hten , dat de eene massaverdeeling wel zal kimnen 
hJL0^^^ v ervang en worden door de andere. Dat dit werkelijk zoo is, en 
^ dat tevens de nieuwe massaverdeeling over S geheel bepaald is, 

leert het beginsel van Dirichlet. 
In plaats van de massa's binnen of buiten S te vervangen door 
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•ëeer eene lading over S , die voor punten buiten of binnen S equi- 
potentiaat is met de gegeven massa's, kan men eene verdeelii^ over 
S eischen, waarvan de aantrekking die zij uitoefent op punten 
buiten of binnen S dezelfde is als die van de gegeven massa's. 
Zij de potentiaal van de massa's v en van de gevraagde lading 
over S, V, dan moet in dit geval: 

i! — ËX J!X — ^ dv_dV 
dx dx ' dy dy ' dz dz 
zijn, waaruit 

V zz: V -|- constante. 
Liggen de massa's binnen S, dan is op oneind^en afstand, zoo- 
wel V als V gelijk nul, derhalve 

v = V 
of in dit geval is de verdeeling dezelfde als die hierboven bespro- 
ken is. Zoo de massa's buiten S liggen , moet over S eene massa 
verdeeld worden, waarvan de potentiaal in alle punten op S en 
binnen S een constant verschil vertoont met de potentiaal der 
massa's buiten S. Het is duidelijk, dat die constante moet gege- 
ven zijn, om ook nu de lading geheel te bepalen. 

§ 6. Al de hoogst belangrijke waarheden , die in het voorafgaande 
slechts kort aangegeven zijn, volgen dus zeer eenvoudig uit het 
b^nsel van Dirighlet in verband met de stelling in § 3. Green 
vond in zijne genoemde verhandeling dit alles reeds , maar minder 
eenvoudig, en evenmin kon hij de stellingen geheel wiskundig 
bewijzen. Evenwel verdienen de beschouwingen van Green uit 
een zeker oogpunt belangstelling. Uit het beginsel van Dirighlet 
toch volgt, dat voor ieder oppervlak S ééne P» en ééne ?„ functie 
is aan te wijzen, die in alle punten van S gegeven waarden aan- 
nemen , maar Dirighlet geeft geen enkel middel aan de hand , om 
die functiën te vinden. Verder dan tot het bestaan en het geheel 
bepaald zijn van Pi en P^ komt men niet. Green nu geeft voor 
ieder der functiën eene uitdrukking. We gaan thans over tot het 
jt^Uf^U^ uiteenzetten van de methode van Green, en wel in de eerste plaats 

zullen wij de functie, naar hem genoemd, definiëerea 



j 
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Zij S een oppervlak en PI (x', y', z) een punt binnen S, dan is 

de Pi functie van de coördinaten x, y, z, die zoo het punt (x, y, z) 

i ^ 
in S valt overgaat in de waarde -rr, waarin Ej den afstand voor- 

stelt van dat punt van S tot P- , de functie van Green voor 
punten binnen S. Ligt het punt x', y', z', buiten S in P„', dan 

is de Pu functie van x, y, z, die zoo x, y, z, in S valt, overgaat io, 

1 

^^ ü~» waarin weer E„ de afstand is van het punt op S tot P, 

de functie van Green voor punten buiten S. We zullen deze ftmc- 
tiën respectievelijk voorstellen door Gi en Ga. 

Beide functiën zijn volgens de gegeven definitie afhankelijk van 
de coördinaten van het punt P- of PJ (x', y', z), welk punt wij 
C^ het vaste punt zullen noemen , en van de coördinaten x , y , z , terwijl 
de vorm dien zij aannemen zal afhangen van het oppervlak S. Uit 
het beginsel van Dirichlet weten wij onmidellijk, dat beide functiën 
bestaan en geheel bepaald zijn; immers Gj is eene Pi functie van 
S en G„ eene P^ functie, en van beide zijn de waarden die zij 
voor punten van S aannemen, g^even. 
Green bewees het bestaan van zijne functiën door de volgende rede- 

^^ neering, waardoor wij teyens hare physische beteekenis leeren kennen. 
.^^^^^'^^'^ Laat het oppervlak S een volkomen geleider voor electriciteit zijn 

q/tduAi^ en in het punt Pi eene hoeveelheid electriciteit — 1 opgehoopt; 
zoo dan de geleider met de aarde in verbinding wordt gebracht, 
zal de negatieve electriciteit wegstroomen en de geleider eene po- 
sitieve lading vertoonen. De potentiaal van de electriciteit in 
Pi en van de lading op S zal op ieder punt van S eene constante 
waarde moeten bezitten, en wel, daar de geleider met de aarde 
in verbinding staat, eene waarde nuL Zij dus ,ü de potentiaal 
van de lading op S, dan is in ieder punt van S 

De potentiaal van deze lading in punten binnen S is eene 
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P, functie en wel eene Pi functie , die aan het oppervlak de waarde 

i 

r=r aanneemt. Het is derhalve de functie Gi. Hiermede is aange- 
til 

toond , dat de functie bestaat , en daar op een gegeven oppervlak 
S door de electriciteit in P/ eene volkomen bepaalde lading gein- 
duceerd wordt, zoo is tevens bewezen, dat Gj eene geheel be- 
paalde functie is. Op dezelfde wijze toont men het bestaan der 
functie G^ aan , door in PJ weer de eenheid negatieve electriciteit 
opgehoopt te denken. De potentiaal in punten buiten S van de 
geinduceerde electriciteit op den geleider S met de aarde in ver- 
binding gebracht, is nu de functie G^. Merken we nog op, dat 

in het eerste geval de potentiaal van de geinduceerde lading in 

1 

punten buiten S noodzakelijk zal zijn -rr , derhalve de dichtheid der 

geinduceerde lading volgens de betrekking s) in § 4. 

^» = 4^75^(1" ^7 

Evenzoo de dichtheid der lading in het tweede geval geinduceerd 

— ^ ±(L-c\ 
^• — ^TrdNVE, ^7 

§ 7. Nadat bewezen is, dat de functie Gi en G„ bestaan en 
geheel bepaald zijn, kunnen wij niet alleen aantoonen, dat, zoo 
de potentiaal eener massaverdeeling over S in alle punten van S 
gegeven is, ook de potentiaal in alle punten binnen en buiten S 
en dus ook de dichtheid bekend is, maar we vinden tevens uit- 
drukkingen voor hare waarden in willekeurige punten Pi' en PJ. 
Zij nl. de potentiaal der massaverdeeling over S in punten op 
S gegeven V, en hare waarde in punten binnen S gelijk Yj, dan 
is volgens ^). 

^-^-A-^Tï^-As"' ■••> 

En substitueert men nu in de vergelijking s) voor üi de functie 
Gi, dan heeft men 



i5 
i 

Aan het oppervlak is echter 6, ::= - , zoodat door aftrekking uit 
») en 10) vo^' 

'""'-f'-Uk-'')^- ") 

Evenzoo heeft men , zoo V. voorstelt de potentiaal der massa ver- 
deeling in punten buiten S, uit '^ 

en uit de vergelijking 6"), zoo voor U, genomen wordt G„ 



0= /V.:;^dff— /G.^dff 



of 



h>-f' 



4.V..= /V.^(*.-G.)d, u, 

De vergelijkingen ii) en i^) geven derhalve de waarden Y/ en 
V„' van Vi en V„ respectievelijk aan in de geheel willekeurige pun- 
ten Pi en PJ (x' , y' , z). Tot het vinden van die waarden is , zoo 
de functiën Gi en Gu bekend zijn , slechts eene integratie uit te voeren 
over het oppervlak S. 

§ 8. De betrekkingen ii) en ii) zijn in de voorgaande paragraaf 
afgeleid in de onderstelling , dat Vj en V. de potentialen zijn eener 
massaverdeeling over S. Bij hare afleiding zijn echter slechts toe- 
gepast de vergelijkingen 5) en ^) benevens s) en ö) , waarvan 
de beide eersten voor alle Pi functiën van S gelden , en het laatste 
paar voor alle Pu functiën. De betrekkingen ii) en ii) gelden 
dus respectievelijk voor iedere Pi en iedere Pu functie van het opper- 
vlak S , en wij besluiten daaruit , dat dergelijke functiën geheel be- 
paald zijn, zoo hare waarden voor punten van het oppervlak S 
gegeven zijn. Geen recht geven ons echter de vergelijkingen ii) en 
^^') om te besluiten dat er dus steeds eene Pi functie bestaat, die 
voor alle punten van S bepaalde waarden aanneemt ; evenmin eene 
Pu functie. Zoover als wij tot nu toe de theorie van Green gevolgd 
hebben, leidt zij ons nog tot geen der belangrijke waarheden in 
§ 4 en 5 aangeduid. 
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Daartoe is het noodig te bewijzen, dat er werkelijk voor ieder 
oppervlak eene Pi en eene P« functie bestaat, die in punten van 
S willekeurige gegeven waarden kan aannemen. Weet men dat, 
dan zijn die functien, zoo de gegeven waarden V, zijn, de functien 
bepaald door de integralen i^) en ^^). Met nadruk wordt hierop 
gewezen, daar het voorkomt, dat deze zaak niet genoeg in het 
oog wordt gehouden. Green bewijst inderdaad, dat de functien, 
bepaald door Ai) en ii) Pi eri P„ functien zijn, die aan het op- 
pervlak S de gegeven waarden aannemen. Dit bewijs, gedeeltelijk 
steunende op gronden, aan de electridteitsleer ontleend, komt 
voor in het laatste deel van § 5 van zijne tweede verhandeling, en 
nadat genoemde stelling bewezen is, kan men al de vroeger ge- 
vonden waarheden, onmiddellijk afleiden. Nu het b^insel van 
DiRicHLET — of ook ZOO men wil de beschouwingen van Gauss — 
veel eenvoudiger en geheel wiskundig dezelfde uitkomsten geeft 
als de theorie van Green, is het niet aan te bevelen, deze thans 
nog te volgen, om de theorema's uit § 4 en 5 te vinden. Zijn 
deze echter eenmaal afgeleid, dan kan men als bijzondere toe- 
passing van het beginsel van Dirighlet vragen de G| en G„ 
functie voor een oppervlak S te bepalen. Die functien zijn dan 
niet alleen als een toepassing van het genoemd beginsel be- 
langrijk, maar zijn zij bekend, dan is door middel van de be- 
trekkingen 11) en 11) het algemeene probleem, nl eene Pi of 
P„ functie voor dat oppervlak S te vinden die in alle punten 
van S gegeven waarden aanneemt, tot eene integratie terugge- 
bracht. 

§ 9. Reeds in § 6 is eene physische beteekenis der functien Gi en G» 
gevonden. Zeer eenvoudig is ook het bepalen van die functien 
op te vatten als eene der massaverdeelingen over S , die in § 5 be- 
sproken zijn. Gi is eene Pi functie, die in punten van S de waarde 

i 4 

— aanneemt, terwijl -=■ in alle punten op S en buiten S de po- 

Ei 1^1 

tentiaal voorstelt eener massa + 4 in P'i geplaatst. Gi is derhalve 

de potentiaal eener massaverdeeling over S , die in alle punten bui- 
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ten en op S equipotentiaal is met eene massa -|- 1 binnen S in 
Pi of wat hetzelfde is: zij is de potentiaal eener massaverdeeling 
over S, die ieder pmit buiten S aantrekt, als ware in jP/ eene 
massa + i geplaatst. Thomson voerde voor deze verdeeling den 
naam van centrobarische verdeeling in , en noemde PI het attrac- 
tiecentrum. Op dezelfde wijze is 6„ op te vatten als de poten- 
tiaal in punten buiten S van eene massaverdeeling over S, die 
voor alle punten binnen S dezelfde potentiaal te voorschijn roept 
als de massa +^111 PJ gedacht. Zooals reeds bleek in § 5 , is het 
hier niet voldoende te zeggen , dat Ga de potentiaal is eener mas- 
saverdeeling over S, die op alle punten binnen S eene attractie 
uitoefent als ware in jP. eene massa -|- i geplaatst ; slechts , zoo de 
constante C nul is, zal &„ werkelijk de potentiaal van die lading 
over S zijn. Overeenkomstig met zoo even zullen wij ook deze 
verdeeling eene centrobarische noemen met PJ als attractiecentrum. 
Van beide verdeelingen is de dichtheid onmiddellijk te bepalen uit 

de betrekking 

, d\i , dV„ 

Zij de dichtheid van de eerste verdeeling ^i , en van de tweede 
Q,, dan vindt men 

1 d /l 



^' — /^'^\Ë,~^') 



en _ i d /l p\ 

^ 47rdN\Ë: ^7 

of dezelfde dichtheden als bij de electrische lading op S geïnduceerd 
door de hoeveelheid electriciteit — 1 achtereenvolgens in Pt' en PJ 
geplaatst, zie § 6. De formules n) en i^*) gaan zoodoende over in 

V.'= Lv.dff. i«) 



h 



'" V=L,y.dc i*) 

§ 40. De belangrijke betrekkingen ^^) en i*) kan men ook di- 
rect afleiden en geheel in overeenstemming met de beschouwing 
in de vorige paragraaf. Laat V voorstellen de potentiaal van massa's 



Mj in punten P^ geplaatst en v de [potentiaal van massd^s nij in pun- 
ten Pj gedacht; laat verder Vj de waarden aangeven, die V aan- 
neemt in de punten pj en v^ de vsraarden van v in de punten P, , 

dan geldt 

-S-ÜIjVj zn ^-nijVj i») 

Natuurlijk, want beide uitdrukkingen stellen niets anders voor 

dan de som van alle combinatien — ir-^, wanneer E. de afstand is 

Ej ' 

van twee willekeurige punten jP^ en pj. 

Nemen wij nu over S eene massaverdeeling aan, waarvan de 
potentiaal in een punt a, /}, / van S is Y. en de dichtheid in 
een punt «', jï', y\ q' en nog eene tweede massaverdeeling, waar- 
van de dichtheid in a, |3, / is ^, en de potentiaal in «', ]9', /' 
V/, dan is volgens ^^), zoo het oppervlakte element in a, |ï, y 
genoemd wordt da en dat in «', |ï', /, da' 

l^gda^i hjQ'd& •. 1*) 

Zij nu de dichtheid ^i die eener massaverdeeling , zoodanig , dat 

1 1 

hare potentiaal in ieder punt van S gelijk zij aan tt of gelijk aan — , 

hii ha 

waarin Ej en E. weer voorstellen de afstanden van dat punt 

van S tot een punt PI of PJ (x'y'z) binnen of buiten S gelden , 

dan volgt uit i*) , zoo we q en het eerste , geval qi en in het 

tweede ^u noemen 

|v.^,dazzz||lda' 16) 

ly^Ao=j^da^ n) 

De laatste integralen zijn echter volgens definitie de waarden 
van V. in P- en in PJ of V/ en V„'. dus 



ƒ 



V^ida = V,' 



V^.dff = V.'. 
De vergelijking i') werd het eerst door Gauss gegeven in § 19 
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van de genoemde, „Lehrsatze" en daar wordt opgemerkt, dat men 
ze ook toepassen kan zoo de massa's over een zelfde vlak verdeeld 
zijn — streng bewezen wordt het evenwel niet. Men kan dit 
echter onmiddellijk uit de steUingen 5) en ^) van Green afleiden. 
Zij van de eene verdeeling de uitwendige potentiaal V„ , de inwen- 
dige Vj en hare waarden aan het oppervlak V,. Van de andere 
verdeeling de overeenkomstige grootheden V„', V/, V,', dan geven de 
vergelijkingen ^) en ^) 



^■f--^s-=« 



^dV ' f dV 

waaruit door optelling 



ƒ' 



ƒ■ 



of, zoo de dichtheid bij de eerste verdeeling q en bij de tweede q 
genoemd wordt , volgens de bekende betrekking *) 



ƒ V. q'Ag z= ƒ V.'^dn. 



§11. Aan het einde van dit hoofdstuk zij nog opgemerkt , dat 
evenals door Maxwell *), als definitie voor de functiën GienG„is 
aangenomen dat zij aan het oppervlak respectievelijk overgaan in 

1 i 

— en rr- Dikwijls , zoo bij Clausius , Riemann en anderen , wordt 

Ei tiQ * « 

de Greensche functie voor punten binnen S genoemd de functie 

4 

en voor punten buiten S, de functie 



1) Maxwell. A Treatise on Electricity and Magnetism. YoL I. pag. 
113. Bg Maxwell, even als in de verhandelingen van Green, Ib het 
teeken voor G| en G„ omgekeerd. 

2 
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De integralen ii) en ^^) worden dan geschreven 

47rV/ = fv. A G4o ^6) 

An\:=jy.^GAo IC») 

Bij deze definitie is de functie van Green voor punten binnen 

i 

S geen Pj (functie meer, daar -=■ en de afgeleiden daarvan niet voor 

til 

alle punten binnen S eindig blijven; de waarde der fiuictie aan 
het oppervlak is iju nul. Hetzelfde geldt van de functie van Green 
voor punten buiten S. 't Komt mij voor, dat het beter is de 
functie van Green te bepalen , zooals hier boven is geschied ; ove- 
rigens zijn de eigenschappen der functien Gi en G„ gemakkelijk te- 
rug te brengen tot die van de functien Gi en G,. 



TWEEDE HOOFDSTUK. 

WIJZE VAN BEPALING DER FUNCTIE VAN GREEN EN HARE 

ALGEMEENE EIGENSCHAPPEN. 
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§ 1. Zooals in het vorige hoofdstuk gebleken is, is het bepalen 
der functien van Green, of der centrobarische dichtheden een 
bijzonder geval van het algemeen probleem: over een opper- 
vlak S eene massa zoodanig te verdeelen, dat deze vlaktelading in 
alle punten buiten en op S equipotentiaal is met eene massa bin- 
nen S , of equipotentiaal met eene massa buiten S , voor alle pun- 
ten binnen of op S. Door Green werd eene methode aangewezen , 
waarnaar de dichtheid van die verdeeling in vele gevallen onmid- 
dellijk kan berekend worden. 

Onderstellen wij nl. dat het oppervlak S een evenwichtsopper- 
vlak is voor twee massa's M| en Mg, waarvan M, geheel* binnen 
S en Mj buiten S gelegen is. Zij de potentiaal van Mi en Mg res- 
pectievelijk Vi en Vj, en stellen wij 

Mi + M,z=M 
en Vi-fV,=:V 
dan geldt voor ieder punt jP, van het oppervlak S 

V =z constante 
Verplaatst men P, over het oppervlak over eene lengte ds, 
dan is 

^=« 

en derhalve is de kracht , waarmede de eenheid van massa in P, of 

2* 
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zooals men het uitdrukt het punt P, aangetrokken wordt , gericht 
volgens de normaal van het oppervlak en is in grootte gelijk 

dV 
dn* 
Ten eerste kan nu onmiddellijk over S zoodanig massa ver- 
deeld worden , dat deze lading in alle punten buiten S equipoten- 
tiaal is met M,. In dat geval moet de potentiaal in buitenpunten 
zijn Vi; binnen S moet de potentiaal eene Pi functie wezen, die 
aan het oppervlak overgaat in V,. Maar voor punten van S geldt 

V = G 
of V,+V, = C 

V,=zC-V, 
Neemt men derhalve voor de potentiaal in binnenpunten G — Vj, 
dan voldoet deze functie aan alle voorwaarden. De potentialen der 
gevraagde lading zijn derhalve 

V»=:G— V. 

'u '!• I 

Voor de dichtheid q heeft men 

, dVi , dV„ 



waarin 



terwijl 



is; dus 



dVi_ d(G— V,) _ dV, 
dn dn dn 

dV. _ dV. _ dV. 
dN ~ dN ~ dn 

_ 1 /dV, dVA _ 4 dV 
4-71 \ dn dn / An dn 



dV 
Nu is-ï— de kracht, waarmede de eenheid van massa in P, 
dn 

door de massa's Mi en Mg wordt aangetrokken; noemen wij die 

kracht K, dan is ook 

47r 

De potentiaal in een punt binnen S is 



Vi = G-V, 
Voor eene oneindig kleine verplaatsing ds in willekeurige rich-' 
ting ds heeft men 

dV^__dy, 
ds ds ' 

ol' ieder punt binnen S wordt door de oppervlakte-lading aange- 
trokken met eene kracht gelijk aan de aantrekking door M3 op dat 
punt uitgeoefend, maar t^engesteld gericht. Buiten S is 

dV^_dy, 

ds ds 

waaruit blijkt, zooals men reeds weet, dat ieder punt buiten S 

op volkomen dezelfde wijze wordt aangetrokken door de lading op 

S als door de massa Mi. 

Al het voorafgaande geldt evenzeer zoo de massa Mj oneindig 
ver verwijderd gedacht wordt , of S een evenwichtsoppervlak is van 
Ml en die massa geheel omsluit. Men heeft dan Vi 1=: G en 

ing =ir— i — 
dn 

Eene lading over S , waarvan de potentiaal in alle punten van S 
en dus ook binnen S constant is, noemen wij eene evenwichtsla- 
ding over S. Zoo de potentiaal in alle punten van Si=1 is, 
spreken wij van de evenwichtslading van S en hare potentiaal in 
een punt P, buiten S heet Jï, hare dichtheid in ieder punt van het 
oppervlak /. Is de potentiaal in ieder punt van S zz: G , dan is 
zij in P. gelijk GJï en hare dichtheid eveneens G/. Bekend is 
het , dat deze verdeeling van massa in de leer der statische electri- 
citeit een groote rol speelt , en daarom meestal niet als een bijzonder 
geval zooals hierboven , maar als voornaamste geval behandeld wordt. 

Ten tweede trachten wij over S eene lading te bepalen, die in 
alle punten binnen S equipotentiaal is met de massa Mj. Van die 
lading is de potentiaal in punten binnen en op S 

Vi z= V,. 

Voor het punt P, heeft men 

Vi + V,=:G 
of G — Vi = V,. 
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Nu kan men echter in dit geval voor de potentiaal in punten 
buiten S niet nemen G — Vj. Deze functie toch gaat wel voor het 
oppervlak over in V3 en voldoet ook aan de eerste en tweede voor- 
waarde , die de ?„ functiën beheerschen , maar niet aan de derde , — 
op oneindigen afstand neemt zij de waarde C aan. Wordt echter 
genomen 

V„ = GJÏ — V, 
dan voldoet V^ aan alle voorwaarden der P„ functiën en is dus ook 
de potentiaal der gevraagde lading. Deze potentiaal is echter nog 
niet bekend, tenzij de potentiaal van de evenwichtslading over S 
langs anderen weg gevonden is. Voor de dichtheid vindt men dan 

Volgens definitie is — 7- -r^ ziz y , derhalve 

_ 1 jdV, dVJ dV , _ 

^ — 4;; I dïï + dH-j + ^'' = - dK + ^^- 

Is C 1=0, dat wil zeggen S een evenwichtsvlak van potentiaal 
nul voor de massa's M, en Ma, dan is 

1 ^ 
^TT dn 



V,i=V„ V„ = -V,, ^=- 



en derhalve de massa-verdeeling geheel bekend. 

Wordt slechts gevraagd over S eene massaverdeeling te bepalen , 
die op alle punten binnen S dezelfde aantrekking uitoefent, als de 
massa M2 , dan is , volgens § 5 van het vorige hoofdstuk , dit vraag- 
stuk niet geheel bepaald , — eene bijzondere oplossing is dan echter 
steeds aan te geven, nl. 

\ dV 

§ 2. Laat de massa M, zzz -f- ^ zijn , dan volgt uit het vooraf- 
gaande , dat onmiddellijk de functie G| bekend is voor het vlak S , met 

het punt, waarin de massa -f- 1 ligt, als vast punt of attractie-centrum. 

1 
In dat geval is V, = — en G( = G — V3, eveneens is 
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1 /d 1 . dV, 



^'~47r\dn E,""" dn/' 



Zoo de massa M3 = -|-i is, kent men de functie van Green 
niet , tenzij de bovengenoemde grootheid II voor het oppervlaii S 
bekend is , of S een evenwichtsoppervlak van potentiaal nul mocht 
zijn. In het eerste geval is 

G.=zGjn — V, 

In het tweede geval 

P' V ^ /dV, , d 1\ 

Ook bij deze bepaling van G„ is weder het punt waarin de massa 
-\-\ ligt het attractie-centrum. 

§ 3. Nadat in de beide voorafgaande paragrafen eene methode 
is aangegeven , om in enkele gevallen de functiën van Green wer- 
kelijk te berekenen , gaan wij thans over tot de eigenschappen , die 
zoowel deze functiën als de massaverdeelingen , waarbij zij als po- 
tentialen behooren, vertoonen. 

Ten einde die eigenschappen op hoogst eenvoudige wijze te vin- 
den, ga men uit van de betrekkingen ^^) en i^') van het eerste 
hoofdstuk en wel ten eerste 

yi=h,QAG 1) 



r* 



waarin V/ de waarde eener Pi functie voorstelt in het punt PI, 
die aan het oppervlak de waarde V, aanneemt. Verder is qi de 

dichtheid eener lading , die in punten buiten en op S tot potentiaal 

\ 

heeft =r en in punten (x , y , z) binnen S tot potentiaal Gi ; het is 
K 

de dichtheid eener centrobarische lading , waarvan PI het attractie- 
centrum is, of van de electriciteit door eene hoeveelheid electrici" 

teit — 1 in PI op S , met de aarde verbonden , geïnduceerd. 

\ 

Wordt in de bovenstaande formule voor V, gesubstitueerd — , 
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waarin ^ voorstelt den afstand van het punt xyz tot een punt 
van S , dan zal V/ de waarde eener Pi functie in het punt P! zijn , 

i 

die aan het oppervlak overgaat in — , het zal derhalve volgens de- 
finitie de GREENsche functie zijn met het punt xyz als vast punt 
of als attractie-centrum; noemen wij deze G/, dan is 



G/ 



I' 



A 

De integraal in deze vergelijking is echter eveneens volgens de- 
finitie de potentiaal der centrobarische lading met Pi' als attractie- 
centrum in het punt xyz — of de functie Gi ; derhalve 

Gi = G/ 

Is dus over eenig willekeurig oppervlak S eene centrobarische 
lading gebracht met een punt P/ als attractie-centrum , dan is de 
potentiaal van die lading in Pi gelijk aan de potentiaal in PI eener 
lading over S, waarvan Pi het attractie-centrum is. De functie Gi is, 
behalve van den vorm van het oppervlak S, afhankelijk van de 
coördinaten x' , y' , z' en x , y , z. De functie Gi ontstaat natuurlijk 
door in Gi x',y',z' met x,y,z te verwisselen en omgekeerd; uit 
de betrekking Gi =z G[ volgt. dus: de functie Gj is eene si/mme- 
trische functie der coördinaten x', y', z' en x, y, z. 

§ A, Evenals de vorige eigenschap uit ^) gevonden werd door 

1 . . . 

in O voor V. de waarde -— - te substitueeren vindt men uit dezelfde 

A 

vergelijking andere eigenschappen door aan V. achtereenvolgens ver- 
schillende waarden toe te kennen. 
Zij V, =zG, dan is ook Vi'zziC, en heeft men 

Gizz IC^ida 
i- 



ƒ ^idcT. 



De gezamenlijke massa , die zich op S bevindt , is derhalve gelijk 
aan die welke in hel attractie-centrum moet gedacht worden, of ook 
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de hoeveelheid electriciteit geïnduceerd op den afgeleiden conductor is 
is gelijk en tegengesteld met de induceerende electriciteit in PI. 

Voor het verder onderzoek nemen wij den oorsprong van een 
rechthoekig coördinaten stelsel in P- of in het attractie-centrum. 
Wordt nu Y. achtereenvolgens gelijk x, y en z genomen, dan zul- 
len , daar x , y en z Pi functiën van S zijn , ook in alle punten van 
S de waarden, die bij de aangenomen waarden van V. behooren, 
respectievelijk zijn x, y en z. 

Men heell derhalve, daar in P- \=zO, ynnO en z=:0 is 

0=1 \Qida , O =z ƒ y^ida , O zz: / z^ida. 

Het zwaartepunt van deze centrobarische lading ligt derhalve 
in het attractie-centrum. Evenzoo vindt men door voor V, achter- 
eenvolgens te nemen 

xy , xz , yz. 

üzz: Ixy^idu, 0=: jxzQida, üzn lyz^ido. 

Neemt men achtereenvolgens 

V. = (x' + y')-(x« + zO 
en V.= (x'-f-z^)-(y' + z=) 
dan is weer in alle punten binnen S 

V, = (x^ + y^)-(x^ + z') 
en Vi = (x'+z')-(f + z^) 
daar deze beide waarden van Vi ook nu nog P» functiën zijn. 
Weder is V/ in beide gevallen gelijk nul, waaruit 

ƒ (x' + f)?id^ = ƒ (x^ + ^%A^ = f (f + z')eid(T. 

Poinsot's traagheids-ellipsoïde der centrobaiische lading is dus 
in het attractie-centrum een bol. 

§ 5. Onderzoeken wij thans de lading , waarbij G. als potentiaal 
behoort , of wel de centrobarische lading met PJ als attractie-centrum. 
Hiertoe wordt uitgegaan van de betrekking ^^) 

\J= /"v.o.d(T 2) 



/v.. 



Y , iVadd 



r'u 
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i 
Zij in alle punten van S weer V, ziz — , waarin thans /\ voor- 
stelt den afstand van een punt van S tot een willekeurig punt 
X , y , z buiten S , dan is 

en V'„ is nu de waarde der ?„ functie in het punt P'. (x'y'z), 

1 

die aan het oppervlak overgaat in — ; het is dus weer de 

waarde der functie G„ in x',y',z' met het punt xyz als vast punt; 
noemen wij deze functie 6'u, dan is 

A 

Maar de integraal in het tweede lid is volgens definitie de poten- 
tiaal der centrobarische lading over S met PJ als attractiecentrum 
in het punt x , y , z , of G„ , bijgevolg 

6'a := Gu 

waaruit weer volgt, dat de GREENsche functie Ga eene symmetri- 
sche functie van x', y', z' en x, y, z is. 

Substitueert men in ^') voor V, eene constante waarde G, 
dan is V„ in alle punten buiten S eene ?„ functie, die aan het 
oppervlak de waarde C aanneemt , derhalve volgens de voorgaande 
paragraaf 

V„ = Glï 

In P'„ (x'y'z') is nu 

of C7I„ = [CoAa 



f 



h 



De massa der electriciteil op den geleider S, met de aarde ver- 
bonden , geinduceerd door de hoeveelheid electriciteit — 1 in Pi. of 
ook de massa der centrobarische stofverdeeling over S, waarvan 
P[ het attractie-centrum is , heeft dezelfde waarde als de potentiaal 
van de evenwichtslading van S in het punt P^, 
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Blijkbaar geeft de substitutie van de functiën x, y enz. voor 
V. hier geen eenvoudige uitkomsten. De ligging van het zwaarte- 
punt, enz. van deze lading blijven dus geheel onbekend. 

§ 6. De resultaten in § 4 verkregen zijn gevolgen van zeer 
algemeene waarheden, die thans worden afgeleid. Zij S een 
oppervlak, dat eene massa M geheel omsluit en laat over S eene 
lading aangebracht zijn, die in alle punten buiten en op S 
equipotentiaal is met de massa M. Zoo dan de potentiaal der 
massa V genoemd wordt en de potentiaal der lading over S 
in punten buiten S en op S respectievelijk V„ en V,, is zoowel 
V„ als V, gelijk V. Nu is volgens het theorema van Green 
1« Hoofdstuk 4). 

d<y+ /VAUdT 






AVdr 8). 



Zij hierin U eene willekeurige Pj functie van S , en V de poten- 
tiaal van de massa M, die zooals reeds gezegd is geheel binnen 
S ligt, en gedacht wordt continu verdeeld te zijn binnen een 
tweede oppervlak S' dan kan men de gelijkheid 3) toepassen voor 
de geheele ruimte binnen S. Tevens weet men , dat A U steeds 
gelijk nul is en A^ overal gelijk nul, behalve in punten x,, yi, Zj, 
binnen S', waar 

AV = — 47r^.. 

is, zijnde ^i de dichtheid in x,, y, , Zi. 

Men heeft dus , zoo ƒ een integratie over het oppervlak S en f 
eene integratie over de ruimte ingesloten door S', voorstelt: 

Neemt men verder in 3) weer U z= P, maar voor V de potentiaal 
der massaverdeeling over S in punten binnen S of V,, dan is 



jV.^da = yP-d 



« % 



3Q 

Aan het oppervlak is echter V = V. , dus door ^) en ^) af te 
trekken 



«=/,-'-r5^-s^— ƒ>- 



T 



TT» H K» Lb- / dV. , dV„ . . dV„ dV 

Uit de betrekking — inQ — -^-}--^ volgt , daar -gj^ = ^ 



dV . 
dn 



dnii 



ƒ P.ed(j =: ƒ P,4>,dr 6). 

welke vergelijking ook, zoo (id(T = dm en ^idr = dm, gesteld 
wordt, kan geschreven worden 

j P.dm= ƒ Pidm, 7). 

Neemt men nu voor P, achtereenvolgens dezelfde functiën als in 
§ 4, waarbij echter de oorsprong van het coördinatenstelsel in 
een willekeurig punt gedacht wordt, dan vindt men wederom 

f xdm zz: ƒ Xidm» 1 xydm =: ƒ Xiyidmi 

f ydm = / Yidmi I xzdm = l XjZjdmi 
ƒ zdm = f Zidmi 1 yzdm z=z j y.Zjdmi 
I (x' + y^) dm - ƒ (x,^ + y.^) dm, 
= j (x- + z') dm — ƒ (x,2 + zr) dm, 

= f (f + z'O dm - ƒ ^ (yr^ + zO dm, 

Wordt derhalve over S eene lading gebracht , die in alle punten 
buiten S en op S dezelfde potentiaal heeft als eene massa M binnen 
S, dan gelden de volgende eigenschappen: 

1 '. De massa der lading is gelijk aan de massa van M. 



2®. Het zwaartepunt der lading valt zamen met het zwaarte- 
punt van M. 

3". In ieder punt hebben de traagheidsellipsoïden van de lading 
en van M dezelfde hoofdassen. 

4*^. Zoo de traagheidsmomenten van de massa M ten opzichte 
van drie willekeurige rechthoekige assen A', B', G' en van de lading 
ten opzichte der zelfde assen A, B, C zijn , dan is 

A — A'zziB — B'i=:G — G'. 

De eerste eigenschap is bekend , evenals de eigenschappen in § -4 , 
welke laatste voor Thomson *) gevonden werden. De tweede eigen- 
schap werd door Liouville ontdekt en de 2** en 3° door Thomson f), 
nl. voor het bijzonder geval, dat S een evenwichtsoppervlak is 
der massa M en over S eene evenwichtslading uitgebreid wordt. 

Voor een willekeurig oppervlak zijn zij hier, naar ik meen, 
voor het eerst afgeleid. Bij de afleiding is ondersteld, dat de 
massa M continu verdeeld is binnen de geheele ruimte door S' in- 
gesloten. Volledigheidshalve wordt in de volgende paragraaf aan- 
getoond , dat , geheel hetzelfde geldt , zoó de massa M oj^ehoopt 
mocht zijn in materieele punten of over het oppervlak S' ver- 
deeld is- 

§ 7. In de beide gevallen, hierboven genoemd, komt het er 
slechts op aan de vergelijking ö) of 7) af te leiden, waaruit de 
eigenschappen i tot 4 onmiddellijk volgen. Zij de potentiaal van 
de massa , over S' verdeeld , in punten buiten S' V'^ en in punten 
binnen S' V', , dan moet de potentiaal der lading over S in punten 
buiten S V'a zijn , en stellen wij die potentiaal binnen S Vj , dan 
kunnen wij de stelling van Green •^) toepassen voor de ruimte 
tusschen S en S' en heeft men, zoo U een Pi functie is voor het 
oppervlak S en V z=: V'a genomen wordt , 



*) Proceedingg of the Royal Society of Edinburgh 1863/64 pag. 190 of 
in Thomson und Tait. Handbuch etc. N'. 534—535. 

t) Cambridge and Dublin Mathematical Journal 1846. 
Thomson. Reprint of papers ón Electrostatics and Magnetism. 1872. pag. 108. 
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) 



+ƒ;•• 



Neemt men verder weer UzuPi en V=:V| dan geldt voor S 

h'é-=h-> ') 

Daar aan het oppervlak S de functiën V.' en V, dezelfde waarde 
hebben, vindt men uit 8) en ^) 

dV' 

dN' ^ ^ 

Eindelijk volgt uit 8) zoo nog eens U = Pj en V z= V/ geno- 
men wordt voor het oppervlak S' 

//•■^;-^=/r-§'^-' •■■> 

dP dP 

Nuis -T^=: — -7-4' ^^s door optelling van lo) en ii) 

Is in da de dichtheid q en in d^' evenzoo q, dan geldt dus 

jv^da= /P.,(,'da' 12). 

waardoor dus ook voor dit geval de vergelijking bewezen is. 
Zijn in punten P^ massa's ^ij opgehoopt, dan is de potentiaal 

van die lading in een punt buiten of op S i= .2' ^ , zoo Ej den af- 

stand voorstelt van dat punt tot Pj. De potentiaal van de lading 

over S is dus y,^=z£~y en dezelfde waarde heeft V,. 



/ 



«#♦ 



Nu volgt uit 6) l*' Hoofdstuk 

Zoo Pj de waarde voorstelt der functie P| in het punt P,. Hier- 
uit volgt 

Zij verder de potentiaal van de lading over S in punten binnen 
S gelijk V,, dan is 

Door aflrekkii^ vindt men nu op de gewone wijze 

P^da=2:P,^, 13). 



ƒ' 



Dat deze vergelijking ook onmiddellijk uit de bekende vergelij- 
king i*^) van het vorige hoofdstuk kon opgeschreven worden, valt 
in het oog. 

§ 8. Zoo over het oppervlak S eene lading uitgebreid is, die 
in alle punten binnen en op S equipotentiaal is met eeuje massa 
M buiten S gelegen, dan zal men door de stelling van Green toe 
te passen voor de ruimte buiten S, vergelijkingen vinden, over- 
eenkomstig met die in ö) en 7) afgeleid , en wel 

ƒ P.^d(F = ƒ P„^,dT ...6) 

ƒ P^da = f P. VdcF' 12) 

j P^da = 2:?,/,, 13) 

Neemt men hierin P, gelijk C (constante), dan is P„iz=CJTen 
men vindt uit ^) 

ƒ gdazzz I niQidv 
en overeenkomstige betrekkingen uit ^^^ en i^). Hieruit blijkt, 



dat de eigenschap aan het slot van § 5 gevonden voor de grootte 
der massa eener centrobarische lading ook een bijzonder geval is 
van eene algemeene eigenschap. 

De betrekkingen ö) , ^^^), ^^) en de overeenkomstige, hierboven 
genoemde, zijn geheel algemeene vergelijkingen, die men verkrijgt, 
zoo eene willekeurige massa over eene oppervlakte S op de be- 
kende wijze verdeeld wordt; de vergelijkingen 



{- 



en V.'=i:/V^.de 



f- 



zijn te beschouwen als bijzondere gevallen daarvan , die verkregen 
worden bij de verdeeling over S van eene massa -j- 1 in één 
punt gedacht. 



DERDE HOOFDSTUK. 

DE FUNCTIE VAN GREEN VOOR HET OPPERVLAK VAN EEN BOL 
EN VAN EEN PARALLELOPIPEDUM. TOEPASSINGEN. 



§ 1. Is een oppervlak S een evenwichts-oppervlak voor twee 
massa's M, en Mg en wel Mi binnen S gelegen en Ms buiten S, 
dan kan men zoo M, =: -f- 1 is, op de wijze, zooals in het vorige 
hoofdstuk is aangegeven , onmiddellijk de functie Gi voor dat opper- 
vlak berekenen bij het punt, waarin de massa -f- 4 ligt als vast 
punt of attractie-centrum. 

Ten einde echter de functie Gi te kennen bij een willekeurig 
punt als attractie-centrum, is het noodig, dat S kan beschouwd 
worden als een oppervlak van constante potentiaal voor eene 
massa -|- 1 , waar ook binnen dat oppervlak geplaatst , en eene 
bekende massa M.^ buiten dat oppervlak. Slechts twee oppervlakken 
zijn bekend , die aan deze voorwaarde voldoen , en wel het opper- 
vlak van een bol en dat van een rechthoekig parallelopipedum. 

Zoo van de beide massa's M, en Mg, waarvan S een evenwichts- 
oppervlak gedacht wordt , Mg =: -|- 4 is , dan is de functie Gu voor 
S onmiddellijk te berekenen, behoorende bij het punt, waarin Ms 
ligt als vast punt. Slechts is het in dit geval nog noodig , om G^ 
geheel te kennen, dat S een evenwichts-oppervlak van potentiaal 
nul is, of dat de potentiaal van de evenwichtslading van S eene 
bekende grootheid is. Ook hierbij geldt hetzelfde als zooeven is 
oj^emerkt; ten einde G„ algemeen te kunnen berekenen, dat wil 

3 
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zeggen bij een willekeurig punt buiten S als vast punt, is het noodig, 
dat S kan beschouwd worden als een evenwichtsvlak van eene 
massa -[- 1 , waar ook buiten S geplaatst , en van eene geheel be- 
kende massa Mj binnen S. Het bolvlak is het eenige vlak, waar- 
van men weet, dat het aan deze voorwaarde voldoet. 

In de volgende paragrafen gaan wij over tot het bepalen der 
functien van Green voor het bolvlak en tot de toepassing van die 
functien; ten slotte zal de functie Gi voor een rechthoekig paral- 
lelopipedum berekend worden. 

§ 2. Zij S een bol met een straal a en middelpunt M en Ai 
een punt geheel willekeurig binnen den bol aangenomen, op een 
afstand r van het middelpunt gelegen, dan verlengt men MAi eri 
neemt op dat verlengde een punt A„ aan, zoodanig, dat 

MAi X MA„ = a-. 

Het punt A„ buiten den bol heet het geconjugeerde punt van 
Ai, en nu is volgens bekende eigenschap van het bolvlak, zoo 
P, een punt op dat vlak voorstelt, 

^ — £ n 

A„/>, — a ^ 

r 8' 
Is de afstand van Aa tot M gelijk r', dan is rr' := a" of - z= -. 

De vergelijking i) kan derhalve geschreven worden 

of 

_*J I 1_ — O 8) 

Uit 2) blijkt dat het bolvlak een evenwichtsvlak van potentiaal 
nul is voor eene massa -f- 4 in A| en eene massa in A„ ge- 
plaatst. Evenzoo uit *) dat het bolvlak als een dergelijk vlak kan 
beschouwd worden voor eene massa -f- 4 in A„ en eene massa 

^ in Ai geplaatst. Daar Ai en ook A„ ieder op zich zelf geheel 



willekeurig kunnen geplaatst worden , voldoet dus het bolvlak aail 
de voorwaarden, in de voorgaande paragraaf genoemd. Volgens 
§ 1 van het tweede hoofdstuk zijn nu onmiddellijk de functien 
6| en G„ aan te geven. Laat Pi een willekeurig puiit binnen S 
zijn, en P« een punt buiten S, dan is 

al 



G. 



r KPi 

en 
a 1 



Weder zou men kunnen opmerken G, is eene P| functie van 

1 

S , die volgens 2) , zoo Pi in S valt , overgaat in T-5- ; zij is dus de 

functie van Green voor S met Aj als vast punt. Hetzelfde kan 
men zeggen van G„. 
Laat de afstand van P. tot M gelijk J zijn en de hoek tusschen 

PiM en AiM gelijk &, dan is , daar MA^ = — is, in den driehoek 
P,MA, 

\ 

A.Pi = - ]/ a' + r' J' — 2a'r^cos9- 
of 



|/a* + r'//' -^ 2a'r Jcos* 

Zij evenzoo de afstand van P, tot M gelijk J' en de hoek 
tusschen P,M en A,M gelijk 9', dan vindt men eveneens 

G„ = 



|/a' -f. v'^d^ — Sa^'r'^'coslï-' 

Deze uitdrukking voor Gi en Ga vertoonen volkomen denzelfden 
vorm, en schrijft men in Ga voor r', '^^ en & ook r, J en -O*, 
dan is 

|/ a' + r' J' — 2a'r ^coso- 

§ 3. Ter bepaling van de dichtheden q^ en (>„ heeft men , volgens 
§ 9 van het eerste hoofdstuk 

3* 



_ 1 d /1 \ 

«'" — 4^ dN VE. 7 
waarin Ei gelijk is aan AiPj en E, gelijk KP.', dus 

E, = j/a' -\- ^ — 2a Jcosft 
E. =: |/a' + J" — 2a J'cosd' 

Verder is ^=_Lim. (A.)^^ ^ 

d ,. / d \ 

Men kan dus weer schrijven 



dN = ^'"^ 



d-^ f ^/a' + ^* — 2a Jcos» 

11 



waarin het bovenste teeken bij ^i behoort, en het onderste bij ^„. 
De differentiatie uitgevoerd, vindt men 

1 ( ' acos^ — J 



^^ j(a2 4- J2 — SaJcosö")^ 

a(a^rcos^ — r^J) 



(a' -f- r'J' — ^a'rJcosO-)')^-. 
en ten slotte 

1 r^-a^ 4^ 

^^ a(a' + r' — ^arcosO-)' 
Ter bepaling van de dichtheid q, had men ook kunnen uitgaan 
van de betrekking op pag. 22. 

-^ K 

Op de eenheid van massa in P, wordt nl. eene kracht uitgeoe- 
fend =11 — =r- zii=^ volgens P.Ai en eene kracht volgens het ver- 

a 4 a 



lengde van KP. = - jjp,= ^ 



39 

Nu is FT 1= - of E' = — ; dus werken in P, twee krachten 
E' a r 

i r 

nl. eene kracht r^ en eene —p^, welke met elkander een hoek ma- 

E^ aE* 

ken, die het supplement is van hoek AiP,A„. 

De resultante van die krachten is de derde zijde van een drie- 
hoek, waarvan een hoek gelijk AiP,A„ is, en de beide aangrenzende 
zijden zijn 

1 r . r aE r _, 

=;r en -pr- oi -r^ • — en -tt, . i^- 
E' aE' aE' r aE' 

Deze driehoek is gelijkvormig met driehoek AiP,A„, want de zijden 

aE 
om hoek AiP,A„ zijn in den laatsten driehoek — en E ; dus zal de 

resultante zijn 

Nu is AiA„ =: r zz: ; dus 

r r 

^ — 1J^ 

of _ 1 a' — r^ 

^' — A^'W' 
Op volkomen dezelfde wijze kon ^„ berekend worden. De bekende 
betrekkingen ^^) en ^^) pag. 15 worden nu 

v.=-fk . d..... «) 

^J a(a' + r' — 2arcos<^)ï 

V. = +f/V. i -da 6-) 

^J a(a' 4- r» — 2arcosd)T 
of 

^'••==Fi/^- ■ Tl» ') 



^^' a(a' + r' - 2arcos^)^ 



§ 4 Alvorens verdere gevolgen uit bovenstaande betrekkingen 
af te leiden , passen wij ze toe om werkelijk over een bol zoodanig 
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massa te verdeelen , dat de potentiaal van die massa in ieder punt 
van den bol eene gegeven waarde aanneemt. 
Laat die waarde in ieder punt P van den bol S zijn 

V, = G cos y 
waarin G eene constante voorstelt en / den hoek tusschen den 
straal MP en den straal MN naar een punt N van den bol getrok- 
ken. In een punt A, dat respectievelijk 

Aj Ag Aq 

genoemd wordt , al naar het binnen , op of buiten S ligt , bepalen 
wij de waarden der potentiaal van de gevraagde massa verdeeling , 
en wel V, en V„. 

Zijn deze bekend , dan vindt men op de gewone wijze de dicht- 
heid Q in het punt A,. 

Als grondvlak van een poolcoördinaten stelsel wordt aangenomen 
een vlak door het middelpunt loodrecht op MA , als oorsprong het 
middelpunt, en het eerste normaal-vlak wordt door N gebracht. 
De coördinaten van het punt P zijn dan 

a, ^ en qp, 

waarin ^ de hoek is tusschen MA en MP en cp de standhoek der 
normaal-vlakken door N en P gebracht. Zij de hoek tusschen 
MA en MNz=:|9, dan zijn de coördinaten van het punt N 

a, ^ en o. 
Men heeft dan 

cos / = cos O- cos |5 -f- sin ^ sin |9 cos (p 
dus Vg zzi G (cos ^ cos |5 -[" sin ^ sin ^ cos 9). 

De formule 6) is nu onmiddellijk te gebruiken; wij geven de 
grenzen van de integraties aan en schrijven 

d(j = a^ sin MMq> , 
dan is 

^ / 2 2\ ( /"^ ^^^? ^^^^ S^^^ J f^^ 



Vi,„ = q=T-a(r 



^ / 5 ox i /"^ cos|5 coso- smo- . r^ y , 
— a(r^-aM/ ^ ;d^/ dg) + 

'*^ (;o(a' + r^— 2arcos^)^ J o 

, f^ sin/9 sitf^ , r^^ 

+ ƒ ■ T^^l COSqpdqp 

yo(a' + r'— aarcosO*)^ Ju 



ii 

De laatste integraal in deze som is blijkbaar nul , zoodat slechts 
overblijft te bepalen 

•^ cosö-sinö-d^ 



/^ coso-sinö-a^ 1 /.^ 
o(a^+r^— 2arcos^)ï ^7^ 



Het resultaat van deze integratie is verschillend naar gelang men 
V„ of Vi bepaalt. In het eerste geval vindt men 

•^ cosö" sin^ d^ 2 



ƒ 



o (a' + r^ — 2ar cos^) ^ ^^^' ~ ^') 
i f^ dcosö- 2a 



, 1 r^ dco 

^7o(a^ + r- 



^V o (a^ + r — 2ar cos{^)^ ^'^^' ~ ^') 

a^ 
Derhalve V„ zzi C — cos /J. . 



r 



In het tweede geval wordt gevonden 

ViZziC- cos/9. 
a ' 

Ter bepaling van ^, merkt men op 

dV„ /dVA / opö' A ^G ^ 

dV, /dVA /p ^ .\ C , 

d5=-(dFL.=-(^ a-n.. =-r^^^ 

1 /dV. dV.\ i 3G ^ 

De gevonden waarden zijn slechts afliankelijk van |J, zooals 
te verwachten was, en men heeft 

V,= C-cos/ï, V. = Gcos/ï, V.=r:C^cos/J 
a r 

1 3G 

Blijkbaar is de som der massa, over den bol verdeeld, gelijk nul. 

§ 5. Door gebruik te maken van de integralen 5) en ^) in 
verband met de gelijkheid 

^ 47r\dr drA=. 
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bestaat de mogelijkheid, de dichtheid q eener gevraagde massa- 
verdeeling onmiddellijk uit te drukken in de gegeven waarde van 
de potentiaal voor het oppervlak. Zoodoende verkrijgt men de 
merkwaardige uitdrukking voor q, die door Dirichlet is afge- 
leid *). De eenige moeilijkheid bij deze afleiding is hierin gele- 
gen, dat de uitdrukkingen \ 



©,=. ^" (ifL. 



zoo men onmiddellijk 5) en 5') gaat differentiëeren, onbepaald worden , 
daar de vorm onder het integraalteeken bij de grenzen oneindig 
groot wordt, 't Is daarom noodig deze vergelijkingen eerst te 
transformeeren , daartoe schrijven wij: 

VzizqF — a(r^ — a')/ j/ V.dqp 

^"^ yo(a* + r»— 2arcos^)Vo 

waarin het bovenste teeken behoort bij V^ en het onderste bij Vo , 
of wel het bovenste bij r < a en het onderste bij r > a. Het 
coördinatenstelsel is aangenomen als in § 2. De integratie, in 
zooverre zij op qp betrekking heeft , denken wij uitgevoerd en wel zij 

^j f]((^9)d(pizzFW 

waarin f(^g))zz:V,. 

¥(d) stelt dan voor de gemiddelde waarde van de potentiaal over 
een parallelcirkel met een spherischen straal & uit A, beschreven. Nu is 



2Vzz:qFa(r' — a^ 



of bij gedeelten geintegreerd 

» /-TT 

J O 



ƒ TT 
O 



F(^) sin »da- 
(a2 -f- r' — 2ar cosO*)* 



3 



r ■ ïi^ ■ /• 

2V = I F(«')d(a' 4- r' — 2ar cos*)"» 



■^ "^ "^ ;o(a'+r' — 2arcos*)' 

*) Lejeune Dirichlet. Ueber einen neuen Ausdruck zur Bestimmung 
der Dichtigkeit der unendlich dunnen Kugelschale etc. Abhandlungen- 
Akademie zii Berlin 1850. pag. 99. 
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Hieruit volgt: 

r' — a* f"{— r -j- a cos*) F'(*) d* 



ƒ 



(a' + r* — 2ar cos*)^ 



f a/dV\ .I,:,,, 1^,, ^rF'(*)d* 

Liin.2(-j-) =r±-F(7r) F(o)q=2 / ^ ■ . ^ 

\dr/,=. a ^ "^ a ^ ^^^ j SasinJ* 



_ , ._ r* — a» f'C— r 4- a cos») F'(fl') d* 

i 



Urn. 



f 



(a' + r^ — 2arcosl^)^ 
De bovenste teekens behooren weer bij Lim (-p) en de 

onderste bij Lim (-t-^) . De eerste integraal in bovenstaande 

uitdrukking heeft in het algemeen eene eindige waarde , daar F'(^) 
te gelijk met sin ^0* tot nul nadert *). De laatste integraal is voor 
r z= a nul , zooals onmiddellijk blijkt , derhalve 

VdFA=.--2^^^''^+2^^^^^+2i;/„inrT? 

/dVA _ 1 p, . , 1 p,.. 1 (^ F'(»)d» 
VdFA = .-"+-2ï'^^''^ + 2^'^^"^-2^/o2asin|l^ 

waaruit : 

_ 1 j /-^ F'(»)dl» ) 

Ten einde dus de dichtheid in een punt A, te bepalen, moet 
het eerst F {&) gezocht worden, waartoe de integratie 

Is f (^qp) = f (cosy) , waarin / den hoek tusschen MS en een 
bepaalden straal MN voorstelt, dan heeft men even als in het 
vorige vraagstuk 



*) RiEMANN. Schwere, Ëlektricitat and Magnetismus. pag. 141. 
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f {&q) zz: f (cos ^ COS |J -f" sin d sin |J (X)s q>) 
en 

i fin 

¥(&) z=z ^ I f (cos ^ cos |3 -f- sin 0^ sin ^ cos q>)d<p 



1 /''" 



f (cos i^ cos /3 4" sin O* sin /J cos g))dg). 



Is de lünctie onder het integraalleeken eene geheele rationeele 
functie van cos ^, dan kan men de int^ratie uitvoeren en heell 
dan Q teruggebracht tot eene enkelvoudige integraal. Eigenlijk 

df 
dd" 



behoeft slechts -j^- eene geheele rationeele functie van cos ^ te zijn. 



§ 6. De gevonden uitdrukking voor q passen wij toe op het 
vraagstuk: „Eene gegeven massa m zoodanig over een bol met 
straal a te verdeelen, dat in ieder punt op het bolvlak de poten- 
tiaal evenredig zij met het vierkant van den afstand van dat punt 
tot een gegeven diametraalvlak , waarvan de pool in een punt N ligt." 
Bij dezelfde notaties als vroeger, is in een punt P 

V. =: Ca^cosV = c cosV 

waarin c eene constante, die moet bepaald worden. Ter bereke- 
ning van de dichtheid in A, heeft men 

F (^) =: - ƒ (cos' & cos' jJ + sin' ^ sin' /» cos' q> + 

nj o 

-]- 2cos ö" cos /J sin ^ sin (J cos qp) dy 

of na integratie 

1 

F (^) = c (cos'd- cos'/J + 2 sin'^ sin'i?) 

F' {d) = c (sin'/J — 2 cos^i?) cos ^ sin ^ 
zzz c (1 — 3 cos«/ï) cos ^ sin O". 

F (tt) = c cos'iJ 

^^ F'(^)dO" ,, ^ „ ^, [^ cos ö- sin ^ j 4 ,, ^ _, 



Nu is in 7) 
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derhalve in A, 

Ten einde c te bepalen gaat men uit van de betrekking 

m = 27ra' ƒ "^ e sin |J djJ. 

Substitueert men voor q de gevonden waarde, dan vindt men 

1 3a 

na eenvoudige integratie m =3 -^ ac of ciir — , dus 



en in datzelfde punt is 



TT 3m ,^ 
V, = — cos'/J. 
a * 



Het is niet noodig , dat de gegeven potentiaalwaarden in de ver- 
schillende punten van S door eene enkele functie van ^ en 9 wor- 
den voorgesteld. Zoo behandelt Dïrichlet het vraagstuk, waarbij 

V, zz= cos / is , zoolang / < Ö' ^^ V. =: O is voor / > 3. 

De dichtheid woidt dan uitgedrukt door eene elliptische integraal 
van de derde soort, die tot volledige elliptische integralen van 
de eerste en tweede soort kan terug gebracht worden. 

§ 7. Uitgaande van de uitdrukkingen 5) en &') voor Vi en V„ kan 
men de potentiaal van eene vlaktelading over het oppervlak van 
den bol ontwikkelen in eene reeks van kogelfunctien. 

Dit is niet de eenvoudigste weg om tot die ontwikkeling te ko- 



*) BiEMANN t. a. p. pag. 140 zegt: „Zur Berechnung von q ist die Formel 
nicht brauchbar. Yielmehr hat man zu diesem Zweck sie in eine Reihe 
von Kugelfunctionen zu entwickeln^*. De eerste uitspraak is zeker onjuist , 
en wat overigens de ontwikkeling in kogelfunctien aangaat: Dïrichlet 
brengt juist de bekende uitdrukking voor de dichtheid in kogelfunctien tot 
de uitdrukking 3) terug. In de meeste gevallen is het echter beter de uit- 
drukking voor Q in kogelfunctien onmiddellijk te gebruiken. 
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men en bovendien is de ontwikkeling zelve een bijzonder geval van 
de algemeene ontwikkeling, die in het volgend hoofdstuk gegeven 
wordt, maar zij brengt ons tot eene belangrijke eigenschap, waarom 
zij reeds hier eene plaats vindt. 
Laten de coördinaten van een punt A, hetzij Aj A„ of A,, zijn 

en van een punt P op den bol 

a ^' (p' 

en de hoek tusschen MA en MP gelijk co zijn, dan gaan de inte- 
gralen 5) en 5') over in 

\, = zfzj- I dtp' I V. j.sm^'d^' 8) 

Jo Jo (a^ + r — 2arcosa>)^ 

V a 

Stelt men verder in Vj het quotiënt - zzi « en in ¥„ evenzoo - zz: 

é , dan is steeds « < 1 , en men heeft 
^ _ 1 r?iT , . riT „ 1 — -2 

M 



; rd-p'fv. — i^ — j.sina'di.' 9) 

^Jo Jo (1 — 2f cos co -f- *')' 



en 



1 a fin . . rn „ \ — 



V.= -^ - ( "dq)' r V. — ^ j . sin *'d<^' .... »'). 

Jo j o (1 + 2é cos O) f') » 

Zoo lang * •< 1 is , heeft men , volgens Newton , 

j- = Sp.(c0Sa))t" 10) 

(1 — 2* cos O) + ty 
waarin P„ (cos ca) de kogelfiinctie van de eerste soort is van cos » 
en wel 

1.3.5... (2n — l)/^, n(n — 1) ^,,_ 

2(2n — \) 
Beide leden van lO) gedifferentieerd geeft 



„., 1 .3.5... (2n — i) / n(n — 1) ,, \,,, 

P.(x)= -J Z(x-- A__±x.-'+enz...)n) 



COS €0 — é S 



(1 — 2é cos (O + é')^ 
of 



3 O 



-2'nP„(cos (o)é" - ' 



2écos(o — 2é' ® ^ r. / 

— -5'2nP„ (cos (oy. 



(1— 26COSco + é^)ï 



« 



m 



Hierbij de vergelijking '") optellende, vindt men 

1 — *' " 



(4 — % coso» + ty 



^(2n + l)P.,(cosa)) 



t". 



Deze waarde in 9) en 9) substitueerende en tevens t door 
in V, en door - in V, vervangende, verkrijgt men , zoo in P(a*'qp') 

V.=:f(<^'<p')is, 
V. =: ^ l(2n+ 1) -Jl^ r'' d(p' [" f{»'ip') P. (cos«) sin »'d»' .... lo) 

en 

Vu = ;^l(2n + i)4TTr'' ^^'T f(^V')Pn(cosco)sin^'d^' 12') 

^TT o a j o j o 

De uitdrukkingen V| en V» voldoen aan de vergelijking van 

Laplage, /\y:=Oy die bij deze coördinaten overgaat in 

dVV , 4 d / . dV\ , 1 d^V ^ 

dr* ' sm ^ d^ \ d^/ ' sin' (^ dep' 

Substitueert men in deze vergelijking de waarden van Vj en 

V„ uit 12) en ^2') jan vindt men, daar de coëfficiënten van de 

verschillende machten van r nul moeten zijn, dat de integraal 

Y„ = r^" dq>' r f(^V') P« (cosco) sin ^'d^' i«) 

voldoet aan de vergelijking 

J— ^(^in^^)-\^-J—^^^n{n-^\) Y„z= O . . . u). 
sm^d^V d&J ' smö- dg)' ' ^ * '^ ^ 

Nu is (O de hoek tusschen MP en MA en derhalve 

cos co i=r cos O" cos ^' -|- siu & sin ^' cos (qp — <jp') 
zoodat volgens i^) Pb(cos w) eene geheele rationeele functie zal 
zijn van 

cos O" , sin ^ cos qp en sin & sin qp. 
De integraties in ^^) hebben slechts betrekking op ^' en qp', zoo- 
dat ook Y„ eene geheele rationeele functie van genoemde grootheden 
zal zijn; bovendien voldoet Y„ aan de vergelijking i*), bijgevolg is 
deze grootheid volgens gebruikelijke definitie *) eene LAPLACE-functie 



*) ToDHüNTER. Treatise on Laplace's functions etc. pag. 152. 
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van de n* orde, of zooals wij veelal zullen ze^en, eene kogelfunctie 
van de n* orde. Vermenigvuldigt men Y„ met eene constante , dan 
is het produkt nog eene kogelfunctie , zoodat wij gevonden hebben , 
dat de potentiaal eener massa-verdeeling op den bol ontwikkeld kan 
worden, zoowel in een punt binnen als buiten den bol, in eene 
convergente reeks, waarvan de achtereenvolgende termen kogel- 
functies zijn. 

§ 8. Zij 'nu de potentiaal van eene vlaktelading op den bol, 
die in ieder punt P(aO'V') tot potentiaal heeft {(^'cp) 

in P„(rd'(]p) ¥(r&q>) 

» Pi {T&q>) F'(r&(p) 

» P, (a^()p) ï{&(p) 

dan is volgens de gevonden ontwikkeling 

P(r^(p)=^J(2n + 1);^/* dip'rf(y(p')P„(cosco)sin(^'d(^' is) 



Atto ' a' 
47r o ' r' 



F(r^<p)i=^-2'(2n + l)~^l d^'/ fC^'g»') Pn (cos «) sin(^' d^' »&') 



Laat men in deze uitdrukking r tot a naderen, dan gaat zoo- 
wel F'(rd'<jp) als F(r^<jp) over in fl[d'<jp) en vindt men 

f(^g,)— ^-2(2n + 1)/ dg)'/ /(^V) Pp (cosco) sin^'d^' 

^^ ® J o J o 

= il(2n4-1)Y. i«) 

4710 

Iedere functie van ^ en cp, die als potentiaal v?in eene lading 
op een bol in punten van dat oppervlak kan beschouwd worden, 
dat wil zeggen , die van ^ =: o tot ^ =: tt en van qp zn o tot 
g) z=i 271 eindig , continu en geheel bepaald is , kan dus volgens 
de hier afgeleide vergelijking in eene reeks van kogelfunctien ont- 
wikkeld worden. 

Deze bekende en belangrijke stelling werd het eerst door Pois- 
SON afgeleid *), uitgaande van de integraal in »). Afzonderlijk 

*) Journal de TEcole polytechnique 19 cahier, pag. 145. 



moet dan aangetoond worden , dat deze integraal voor r = a 
overgaat in ïi&cp) of in de waarde van V, in het punt, waarvan 
de coördinaten zijn a, O* en tt overigens is de ontwikkeling als 
hierboven. De genoemde eigenschap is een zoo natuurlijk gevolg 
van de vergelijking ^^), dat hare afleiding hier eene plaats ge- 
vonden heeft. Ondertusschen dient opgemerkt te worden , dat het 
g^even bewijs in sommige punten niet geheel streng is. Dirich- 
LET *) toonde de leemten in het betoog van Poisson aan , en gaf 
zelf een geheel analytisch bewijs. 

§ 9. Ons rest nog, vóór dit hoofdstuk eindigt, de functie van 
Green te berekenen voor punten binnen het oppervlak van een 
rechthoekig parallelopipedum S. Dit oppervlak is te beschouwen 
als een evenwichtsoppervlak van potentiaal nul voor een punt met 
eene massa -f- ^ » geheel willekeurig binnen . S gelegen , en van een 
stelsel materieele punten, oneindig in aantal, buiten S, waarvan 
de ligging gevonden kan worden zoo het eerste punt bepaald is. 
Evenals Mj den bol kan men dus ook voor dit oppervlak de 
functie van Green berekenen, en wel voor punten binnen S. 

Zij A een plat vlak en P een materieel punt met eene massa 
-f- 1 , buiten A gelden , zoo men dan uit P eene loodlijn op A 
neerlaat, op het verlengde van die loodlijn een punt P' neemt, 
evenver van A verwijderd als P en daarin eene massa — 1 legt , 
dan noemt men de massa — \ het beeld van de massa -|- 1 in het 
vlak A, en omgekeerd; het platte vlak zegt men is symmetrisch 
gelegen ten opzichte der massa's -|- 1 in P en — 1 in P'. Voor 
deze twee* massa's is het vlak A een vlak van potentiaal nul , en het 
is duidelijk, dat dit evenzeer geldt, zoo een systeem materieele 
punten ter eene zijde van A genomen wordt , en een systeem ter 
andere zijde, zoodat de punten twee aan twee elkanders beelden 
zijn, of, wat hetzelfde is, het vlak A symmetrisch geplaatst iSj 
ten opzichte van die materieele punten. Hiervan wordt uitgegaan 
bij het bepalen der Green' sche functie voor een parallelopipedum. 

*) Crelle. Journal für die Mathematik. Band 17. 
Heine. Handbuch der Eugelfunctionen. pag. 432, 
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Het middelpunt van een rechthoekig parallelopidum wordt als 
oorsprong van een rechthoekig coördinaten-stelsel aangenomen, 
waarvan de assen achtereenvolgens evenwijdig loopen met de 
zijvlakken A en A', B en B', G en G', en die vlakken snijden 
respectievelijk van de X, Y en Z as stukken af gelijk 

a _^b ^c 
2 ' — 2 ' "" 2* 

Laten de coördinaten van een punt Ai binnen S, dat als het vaste 
punt beschouwd wordt, x' y' z' zijn en zij in dat punt eene 
massa + ^ geplaatst , dan bepaalt men het beeld van het materieele 
punt Al in het vlak A , welk beeld eene abscis a — x' heeft. Ver- 
volgens wordt het beeld van het verkregen punt in het vlak A» 
bepaald , waarvan de abscis — 2 a -|- x' zal zijn ; weer het beeld 
van dit punt in A enz., welke constructie eene oneindige reeks 
van punten oplevert, die verschillende abscissen bezitten, maar 
waarvan de beide andere coördinaten steeds y' en z' zullen zijn. 
Evenzoo construeert men het beeld van het punt Ai in A', waar- 
van de abscis wordt — a — x', het beeld van het verkregen punt 
in A met eene abscis 2a ~(- x enz. Is de eerste constructie p 
malen en de tweede evenveel malen herhaald, dan verkrijgt men 
eene reeks van punten, die in paren kunnen gerangschikt wor- 
worden , ten opzichte van welke de vlakken A en A' symmetrisch 
liggen, en wel zooals hieronder wordt aangegeven, waar p on- 
even is genomen. 

Vlak A. 
Abscis. 



Massa. 
4-1 



— 1 



— 2a-f x' 

— 4a-Fx' 

-(p-l)a-fx' 

— a — x' 

— 3 a — x' 

n 

- (p-2) a 4- x' 

— pa — x' 



Abscis. 

a — x' 
3 a — x' 
5 a — x' 

pa — x' 
2aH-x' 
4a4-x' 

n 

(p-1) a 4- x' 



Massa. 
— 1 



» 



»> 



+ 1 



w 



M 



Vlak A'. 



Hassa. 
+ 1 



n 



— 1 






Abscis. 

— 2 a -f x' 

— 4 a -f x' 

— 6a-f-x' 

- (p-1) a -f x' 

-a-x' 

— 3 a — x' 

— p a — x' 



Abscis. 


Massa. 


a-x' 


— 1 


3 a — x' 


n 


5 a — x' 


n 


i> 


ri 


(p.2) a - x' 


f> 


p a — x' 


» 


x' 


+ 1 


2a-|-x' 


n 


» 


r> 


(p-1) a -f x' 


n 



In het algemeen zullen de coördinaten S , 17 , C van een der beeld- 
punten voorgesteld worden door 

5i=nia + (-4)"x' i7 = y' C = z' 
waarin m alle geheele waarden van — cx> tot -|- 00 kan bezitten , 
terwijl de massa in dat punt ( — 4)" is. De potentiaal van die 
massa in een punt Pi (xyz) binnen het parallelopipedum zal zijn 



l/N 



zoo 



N = (ma + (— l)»x' — x)' + (y' — y)»-f(z' — z)» 
is , en wordt dus nul voor m gelijk =t 00. De beide vlakken A 
en A' zijn derhalve evenwichts-vlakken van potentiaal nul voor al 
de geconstrueerde massa's, of voor ieder punt P. (xyz) op A of A' 
heeft men 



+ 00 



— 00 



1/N 



0. 



Construeert men thans op dezelfde wijze van al de verkregen 
punten de beeldpunten in de vlakken B en B' dan zullen de vlak- 
ken A en A' nog evenwichtsvlakken van potentiaal nul blijven en 
de vlakken B en B' eveneens dergelijke evenwichtsvlakken zijn voor 
de massa's thans door de ruimte verdeeld. De coördinaten van 
een der beeldpunten zijn nu 

S = ma + (— i )"x' iy zz: nb + (— 1 )-y' f z=: z' 

4 
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en de massa in dat punt is ( — 1)"+". Voor ieder punt van A, 
A', B en B' geldt thans 

+ 00 +00 / ^ \iii + n 

2 2^ ^^-=0 

-00-00 j/N 

waarin : 

N = (ma + (-irx'-x)» + (nb + (-l)"y-y)' + (z'-z)l 
Worden ten slotte de beeldpunten van al de materiëele punten in de 
vlakken C en G' geconstrueerd , dan vindt men dat de zes vlakken , die 
het parallelopipedum begrenzen, evenwichtsvlakken van potentiaal 
nul zijn voor alle thans verkregen massa's, in de geconstrueerde 
punten gelegen. Als coördinaten van een der punten heeft men 
5 = ma + (— Ifx' i7 = nb-4-(— l)-y' C = pc4-(— 1)Pz' 
en in dat punt bevindt zich eene massa 

/ ^\ m + D + p^ 

Alle waarden van — oo tot -f" ^^ kunnen aan m , n en p toege- 
kend worden. Voor ieder punt P, (xyz) op een der vlakken van 
S gelegen, weet men 

+ 00 +00 +00 / ^\m + ii +p 

2 2 2^ — ' =0 

— 00— X— 00 1/N 

waarin 

N = (ma4-(— l)™x' — x)' + (nb-|-(— i)»y' — y)^ + 

+ (pc-|-(_l)Pz'-z^ 
Volgens pag. 24- is de gevraagde ftmctie Gi de potentiaal der 
massa's buiten S gelegen in een punt P| (xyz) binnen S , met het 
omgekeerde teeken genomen , en zij E| weer de afstand van Pi tot 
Ai, dan is volgens § H van het 1® Hoofdstuk 

Daar binnen S slechts de massa -|- i in het punt Ai ligt , is der- 
halve Gi de potentiaal van al de massa's binnen en buiten S in P, of 

+00 +00 +00 / y| \m + n + p 

Gi= 2 2 2^ ' 



-00 —00—00 



l/N 

De gevonden uitdrukking voor Gi wordt gewoonlijk op de volgende 
wijze herleid. Volgens bekende eigenschap is 
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r(n)r(\—n) = -r-^^—*) 
^ ' ' sin njT 



. 1 

of voor n = 7? 

2 



ƒ 00 
e- 
O 



ds 
e 



]/n. 



o |/s 

Neemt men nu s =z Nt en beschouwt t als nieuwe variabele , dan is 

1 1 r _„. dt 



ƒ 00 
o 



l/N j/Jo ]/t 

en derhalve 

^ f 4)» e- (m«+(-l)»x»-x)«t 



ƒ1 f ut 



waarin de summaties van — oo tot -f- <>^ moeten plaats hebben. 
Neemt men nu in 17) 

^ zzr^'f 4)° e~ ^"' + ^"^ *^" «/-x)'t 

de termen met even waarden van m samen en eveneens die met 
oneven waarden, dan is 

J^ --— 2g-(Siiia + x'- x)it ^ Q -((Sin+l)»-x»-x)»t-_— 

p — (x' — x)»t ^g — mS.4a3k~i.Sm.8ftl(x — x')t 

^___ p_(a — x»-x)»t J^ « — m» .4«»t— l,Sm.2«I(x+xf — •)! 

Deze oneindig voortloopende reeksen kan men door ^ functiën 
uitdrukken. Volgens definitie is 



+ 00 

^3(z)= ^e-'*?-»^ t) 



— « 



derhalve 



A = e -("—)»' ^3(2ai (x — x') t) 
— e-^'-"-*>'^^3(2ai(x + x' — a)t) 
waarin q ziz 4aH. 



*) Bertrand. Calcul intégral. § 301. 

f) ScHLoMiLCH. Compendium der hSheren Analysis. II Band. pag. 446. 

4* 
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Evenzoo vindt men voor de beide andere reeksen in ^7.) 

B=ze -f'-rt" *,(2bi (y — y") t) 
— e -<*-"-« *' »,{%i (y -f-y' — b) t) 
met Q = 4b't 

C = e- "'-'" *,(2ci (z — z) t) 

— e -'— '— '"*s(2ci (z + z' — b) t) 
met p = 3c' t 

Ten slotte heeft dus Gj den volgenden , zeer samengestelden vorm 

e -(«'-»)«« ^,(2ai(x — x')t) 

— e <- '' - '> " <^,(2ai (x + x' — a) t) 

' l/^y» I -e-'*-"-""<^,(2bi(y + y'-b)t) j ^ ]/t' 

- e-c-'"*,(2ci(z — z')t) 

— e -" -"-' ' *,(2ci (z -}- z' — b) t) 



VIERDE HOOFDSTUK. 

ALGEMEENE VORM VAN Vj EN V„ FUNCTIÉN BIJ EEN BOL EN BIJ 
EENE ROTATIE-ELLIPSOÏDE. TOEPASSING OP DE 

FUNCTIE VAN GREEN. 



§ 1. Het bepalen der functie van Green is, zooals m het 
eerste hoofdstuk bleek, slechts een bijzonder geval van het alge- 
meene probleem: eene massa zoodanig over een oppervlak te ver- 
deelen, dat deze verdeeling in punten buiten dat oppervlak equi- 
potentiaal is met eene massa binnen dat oppervlak, of in punten 
er binnen equipotentiaal met eene massa, die buiten het opper- 
vlak ligt. Daarvan uitgaande zijn in het derde hoofdstuk , de ftinc- 
tien 6i en G^ bepaald volgens eene methode door Green aang^even. 

Evenzeer kan men het vraagstuk, dat ons bezighoudt, beschou- 
wen als een onderdeel van het algemeene vraagstuk: voor een 
oppervlak S óf eene Vj functie óf eene V^ functie te bepalen, die 
in de punten van dat oppervlak eene gegeven waarde V, aanneemt. 
Nu bestaat er eene methode, waardoor in sommige gevallen dat 
algemeene vraagstuk kan opgelost worden. Zoodra nl. voor zeker 
oppervlak alle functiën Vi of V„ onder een algemeenen vorm te 
brengen zijn, of van eene reeks van die functiën de algemeene 
vorm is aan te geven, bestaat dikwijls de mogelijkheid, door de 
algemeene uitdrukkingen te vergelijken met de gegeven waarden 
aan het oppervlak, deze uitdrukkingen zoo te specialiseeren , dat 
zij voor punten van het oppervlak werkelijk in de gegeven waar- 
den overgaan. Zoo gelukte het Lamé het algemeene vraagstuk op 
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te lossen voor punten binnen eene willekeurige ellipsoïde — dat wil 
zeggen voor de ellipsoïde eene Vi functie te bepalen, die aan het 
oppervlak gegeven waarden aanneemt *). 

Bij eene rotatie-ellipsoïde, hetzij eene afgeplatte of eene ver- 
lengde, gaf Heine de oplossing voor eene V| en eene V„ functie f), 
en als bijzondere toepassing leidde Lipschitz daaruit de functiën 
van Green af §). De ruimte laat niet toe in alle bijzonderheden 
de ontwikkelingen , die in de genoemde verhandelingen voorkomen, 
terug te geven. Het doel van dit hoofdstuk is dan ook slechts de 
methode uiteen te zetten, waarnaar het algemeene vraagstuk kan 
opgelost worden, en er op te wijzen, hoe, als bijzonder geval, 
het bepalen der functiën van Green daaruit kan afgeleid worden. 
Het kwam mij daarom niet ondienstig voor in de eerste plaats 
het algemeene probleem voor den bol te behandelen, om eerst 
daarna over te gaan tot de rotatie-ellipsoïden; daardoor is het 
tevens mogelijk nog op twee verschillende methoden te wijzen, 
die bij de algemeene oplossing kunnen gevolgd worden. 

§ 2. Zij het middelpunt M van een bol S de pool van een 
poolcoördinatenstelsel en zijn van zeker punt P de coördinaten 

r, ^ en qp 
dan zal zoowel eene V, functie als eene V^ functie van den bol, 
als functie van ö- en qp beschouwd, volgens het theorema, aan 
het einde van het vorige hoofdstuk besproken, ontwikkeld kunnen 
worden in eene convergente reeks, waarvan de achtereenvolgende 
termen algemeene kogelfunctiën van ^ en q> zijn , en wel is vol- 
gens bekende eigenschap slechts ééne dergelijke ontwikkeling voor 
eene gegeven functie mogelijk. Men heeft dus 

V=iz1y„ 1) 

o 

waarin Y , de algemeene kogelfunctie is van de n® orde , dat wil 
zeggen eene geheele rationeele functie van 



*) LiOüViLLE. Journal de Mathématiques. Tomé IV. pag. 126—163, 
pag. 351—385. 

t) Crelle. Journal für die Mathematik. Band 26. pag. 185. 
§) n 71 n n » Ba^d 58. pag. 20; 
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sinO^cosip, sin ^ cos 9), en cos^ 
die voldoet aan de vergelijking 

ld/ dY \ 1 d'Y 

sm^di^V dn/ sin'^ dep' ' ^ ' ^ ' 

De algemeene integraal van deze vergelijking is *) 

OD 

Yn = 2'Pn» (cos (p) {A„„ cos mqp -}- B.„ sin m<p} ^) 

o 

Hierin zijn A^^ en B„„ willekeurige constanten ten opzichte van 
^ en <p, waarin echter nog r voorkomt, terwijl P„„i (x) de toe- 
voegde kogelfiinctie van de eerste soort voorstelt. Deze functie 
staat nl. met de eigenlijke kogelfunctie van de eerste soort , 
vorige hoofdstuk i*), in het volgend verband 

n— m ï jmp i^ 

""^^~4.3.5....(2n-l)^'' 1) ^^„ ) 

of in eene eindige reeks f) 

(x)iz=(x«— 1) ^x'-m_ v ^ g^_^. V -°-' + enz.j5) 

Nu moet V voldoen aan de vergelijking van Laplace , die zooals 

bekend is, bij deze coördinaten overgaat in 

dW , \ d /. ^dV\ , \ d'V ^ ,^ 

dr' ' sm ^ A%\ d^/ • sm ^% d^' ^ 

Men heeft dus 

%\ d'rY„ ,1 d /. ,dYA , 1 d'YJ ^ 

o( dr' sm^ d^\ d^/ ' sm'^ dqp' ) 

waaruit 

d'rY. , \ d . ^dY„ , 4 d'Y„ ^ 

dr' ' sm^ dd d^ ' sm'O- d<p' ^ 

Trekt men van deze vergelijking 2) af, dan moet 

d'rY 
r2^-n(n + 1)Y„z=:0 

zijn , en wordt hierin de waarde uit 8) voor Y„ gesubstitueerd , 

*) ToDHüNTER. Treatise on Laplace^s Functions. § 102. 

f) De notaties, hier en in het yervolg gebruikt, komen overeen met die 
van Heine in het „Handbuch der Kugelfdnctionen 1878*' en zijn nagenoeg 
dezelfde als die van Todhunter, 
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dan moet volgens bekende eigenschap A„„ en B.„ voldoen aan de 
vergelijkingen 

en 

Deze vergelijkingen bepalen de grootheden Aa„ en Ba^ als 
functiën van r. De vergelijking 

d'rf(r) f i A\Pf \ A 
r-^ — n(n-|-4)f(r)i=0 

toch is^ zeer eenvoudig te integreeren, en geeft 

f(r) = Cr- + C'^ 

waarin G en G' willekeurige constanten zijn. 

Door derhalve de eigenschap in te voeren, dat ten eerste de 
functiën V kunnen ontwikkeld worden volgens eene reeks van 
kogelfunctiën , en ten tweede, dat zij voldoen aan de vergelijking 
van Laplace, vindt men, dat deze functiën den vorm moeten 
bezitten 

co 

Vhz^Yb, waarin 



Y» =: r'^" P„m (cos «•) {A^^ cos mqp + B„„ sin my] + 



o 

n 



1 

+-T+ i 2 Pnm (cos ^) (AL COS mqp 4- B'>„ sin mq>], 
r o 

Km'y B„„, A'nn CU B'„„ stellcn thans constanten voor, ook on- 
afhankelijk van r. 

De functie Vi blijft eindig voor alle punten binnen S, dus ook 
voor het middelpunt, waar r nz o is; hieruit volgt derhalve on- 
middellijk, dat in de ontwikkeling van Vi alle constanten A'„n en 
Bn„ nul moeten zijn, of de algemeene vorm van V, zal zijn 

00 n 

Vi zzz^r" ^ Pnm (cos d') (A„m cos nup + B„„ sinm(]p]. «) 

o o 

Evenzoo is eene der voorwaarden, waaraan de functie V„ moet 
voldoen, dat zij op oneindigen afstand gelijk nul wordt, waaruit 
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volgt , dat de constanten A^^ , B„„ in hare ontwikkeling de waarde 
nul bezitten. Voor V„ vindt men derhalve 

Na op deze wijze den algemeenen vorm van de functiën Vj en 
V„ bepaald te hebben, keeren wij terug tot het probleem eene 
Vi of eene V„ functie te vinden, die in de verschillende punten 
van S gegeven waarden V,, die eindig en continu zijn, aanneemt. 
Nu is V, eene functie van ^ en g>, die alweder kan ontwikkeld 
worden volgens kogelfunctiën , en wel zal in het algemeen in het 
punt P (ai^qp) 

00 B 

y,=:S S Pbib (cos ^) {a„„ cos mep + b^n sin m^}. 



o 



zijn, waarin aB„ en b„„ geheel bepaalde constanten zijn. 

De waarden van V| en V„ in het punt PCa^qp), zijn uit ^) en ^) 
onmiddellijk aan te geven en blijkbaar zullen zij overgaan in V,, 
zoo genomen wordt 



» b 

'BIB "^ ^BB» -^ 



^ Bm **BBI • ** *-' Bm '^BBl • ** 

Derhalve zijn de gevraagde functiën 

Vi zz: ^ — ^P„„ (cos 9) {ao„ cos mep + b„™ sin m<p} 



o d o 

00 a» + ' " 
^ r" 



+ 1 B 

zn^-SPom (cos &) (a»» cos mq, + b„„ sin mep}. 



Schrijft men de gegeven waarde 

00 

O 

dan is 

o a" 

00 «B + I 



9' 



V. = ^^Y «') 

Beschouwt men Vj en V„ als potentialen eener lading over S, 
dan heeft men ter bepaling van de dichtheid dier lading 
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dV._ /dV,\ _ i 



/ r — a U o 



dn Vdr 

dV„ . /dV.\ i 



+ fdV,X ^_l^(„ + i)y, 



of 



dN ' Vdr7. = . a 



o 



? 



indi 



2:(2n + l)Y. 10) 



Ter bepaling van Vj, V„ en q is het dus noodig V, in eeiie 
reeks van kogelfunctiën te ontwikkelen, maar dan zijn ook de 
gevraagde waarden zonder eenige berekening aan te geven. Dat op 
deze wijze de beide vraagstukken in § 4 en 6 van het derde 
hoofdstuk besproken, kunnen opgelost worden, valt in het oog. 

§ 3. Na het algemeene vraagstuk behandeld te hebben, is het 
bepalen der functiën van Green, slechts eene eenvoudige toepas- 
sing. Gi is eene Vi functie der coördinaten van Pi (r^<p) , die aan 

i 
het oppervlak de waarde V. = -=r aanneemt , waarin Ei voorstelt 

den afstand van een vast punt Aj (r' &' q>) tot het punt P, (a^(]p) 

1 

op het oppervlak. Men heeft dus de waarde =r te ontwikkelen 

hij 

volgens kogelfunctiën. 

Zij (O de hoek tusschen MP en MA , of cos w z= cos ^ cos ^ -j- 

sin O" sin' ^' cos (9 — (p'), dan is 

A A 00 r.'n 

= 2 Pn(COS (o) 



n + 1 



Ei l/a'+ r'^— 2ar' cos a> 
daar r'<;a is. 

Laplace gaf in de Mémoires van de Fransche Akademie van i 782 
de ontwikkeling van P„(cos(o). Hierdoor vindt men *). 

Va = p^ = 2" i Xnm Pnm(COS O») P„„ (COS ^') COS Ui {(f — (f') . -^^. H) 

i!ii o o a ' 

waarin 



n + iïi 



n — m 



*) Heine. Handbuch, § 73 of Todhünter. Treatise, § 168. 
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terwijl bij m=:o slechts de helft van deze waarde voor X moet 
genomen worden. 
De waarde van Gi in Pj (r ^ 9) zal dus zijn volgens ^) 

Gi HZ ^ -^^^p-j i; X^^ P„„ (cos ^) P„„ (cos «•') cos m (<p — (p') 
o a o 

en van ^i volgens i^) 

?i = 7 — 2* -2* (2n + i ) -5;;^^ A„™ Pnm (cos a) Pnm (cos &') cosm(<p— cp'). 
47ra 00 a ^ 

De uitdrukking voor Gi, in het vorige hoofdstuk afgeleid, ver- 

a' 
krijgt men thans door — zzi ri te stellen , dan is 

r"r'" ar' 



Q Jo + 1 «Y n + l ' 



en Gi=z 1-2:2 A„„ P„„ (cos ^) P„„ (cos O') cos m (9 — <p') ^ 



r' o o Tl" "^ * 



of daar nu r<r,, is, volgens i^) 

G.= ^ ^ 



waarin A^ voorstelt een punt, waarvan de coördinaten zijn ri, ^'en<p', 
d. i. volgens vromere definitie het geconjugeerde punt van Ai. De 
bepaling der functie G„ en der dichtheid q^ geschiedt nu op vol- 
komen dezelfde wdjze. 

§ 4. Thans wordt overg^aan tot de behandeling van het 
vraagstuk voor eene rotatie-ellipsoïde. Zij de vergelijking der ge- 
geven ellipsoïde S bij een rechthoekig coördinaten-stelsel: 

É+y!4._i!_— 1 12) 

a^ ^a»— c'~ ^ 

dan is de z-as de rotatie-as, en de ellipsoïde zal ontstaan zijn 
door de wenteling van eene -ellips om hare kleine as , zoo c' po- 
sitief en natuurlijk kleiner dan a^ is, en om hare groote as, zoo 
c' n^atief, nl. c imaginair is. 

In het eerste geval noemen wij de ellipsoïde afgeplat, in het 
tweede geval verlengd. Zij nu van een punt P binnen of buiten S 
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X zr: r sin ^ cos 9 
y z= r sin ^ sin 9 

z z= ]/^r* — c^ cos ^ 

dan wordt ieder punt bepaald door de waarden van r, 9 en qp. 
De eerste coördinaat is de waarde van de x of y as eener ellip- 
soïde confocaal met de gegevene door P gebracht. 

Bij r m: a ligt het punt op S , voor r > a buiten S , en binnen 
S voor r<;a. Om alle punten in de ruimte aan te geven, moet 
r bij eene afgeplatte ellipsoïde alle waarden van c tot cx) door- 
loopen en bij eene verlengde ellipsoïde alle waarden van o tot oc. 
Brengt men door P en door de z-as een vlak, dan is de stand- 
hoek van dit vlak en het xz vlak de hoek q>. De zoogenaamde 
excentrische hoek ^ is de hoek tusschen de z-as en de lijn uit 
den oorsprong naar het punt getrokken, dat men verkrijgt door 

den bol , die met j/r^ — c^ als straal beschreven .is uit den oor- 
sprong als middelpunt , te laten snijden door eene loodlijn uit P op 
de z-as neergelaten. Het is duidelijk , dat men d* van O tot n en 
<jp van O tot Stt moet variëeren , om alle punten op eene der con- 
focale eUipsoïden aan te geven. 

Eene Vj zoowel als eene Vu functie , behoorende bij het door de 
vergelijking 12) bepaalde oppervlak S, zal nu eene functie zijn der 
coördinaten van een punt P (r ^ cp) , dat of binnen of buiten S ge- 
dacht wordt , en kan als functie van ^ en qp weer ontwikkeld wor- 
den in eene convergente reeks, waarvan de termen opeenvolgende 
kogelfunctiën zijn. Volkomen dezelfde weg is hiertoe te volgen als 
bij den bol; slechts is het vinden van den algemeenen vorm der 
Vi en V„ functiën hier veel moeielijker. Heine t. a. p. voert de 
bewerking uit , wij zullen echter , zooals reeds gezegd is , op andere 
wijze die algemeene vormen trachten af te leiden en wel door 
gebruik te maken van eene ontwikkeling, die J. Neumann *) het 
eerst gegeven heeft. 

Denken wij ons een punt Pi binnen S met coördinaten 
r', ^\ qp' 

*) Crelle. Journal für die Mathematik. Band 37. pag. 28. 
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en een punt ?„ buiten S, waarvan de coördinaten zijn 

r, ^, q> 
dan zal, zoo ^ z= Pj P„ is, 

1 1 



A yTr" + r" — c' cos' ^ — c'cos' ^' — 




_ 2 l^r' _ c« k'r'*— c' cos ^ cos d-' — 
— 2rr' sin d* sin ^' cos (qp — <jp'). 

Deze uitdrukking is als functie van ^ en qt» in eene convergente 
reeks te ontwikkelen, die voortgaat volgens kogelfunctiën. 

Om daartoe te geraken., worden nieuwe coördinaten ingevoerd 
en wel 

^zzzcosa- azzzy 1 5 



v^ 



cos^' 

■^ C" 

waarin steeds de positieve wortel bedoeld wordt. Om alle punten 
van de ruimte te bepalen moet^ bij eene afgeplatte ellipsoïde of 
bij c reëel, r alle waarden doorloopen van c tot co, derhalve a 
alle waarden , die men verkrijgt door in « . i voor a alle waarden 
van O tot 00 te nemen. Bij eene verlengde ellipsoïde, c imagi- 
nair, doorloopt r alle waarden van O tot oo en dus a alle waard^i 

van 1 tot 00. Voor ^ zz: a© = y 1 5- ligt het punt op S. 

De waarden van ^ variëeren van — i tot -|- i. Is dit vastge- 
steld, dan volgt, dat 

r zz: c ]/ 4 — er' 

is en wel moet bij eene verlengde ellipsoïde de positieve wortel en 
bij eene afgeplatte de n^atieve wortel uit 1 — a^ genomen 
worden. Steeds is 

en sin ^ z=z -}-|/^4 — ft^ 

Bij deze coördinaten is, onder de genoemde overeenkomst. 



u 



X = cj/l — ff' |/l — ^'cos<p 
y=:c|/4 —ff' j/l— ^'sinqp. 



1 

De uitdrukking voor — neemt nu den vorm aan 
1 4 



A /■2_^«_^'»_^2_^«_(_ 2^^'^^'_ 




_2 kT^T^ ^^4— a'' i^4 — 



^ 



waarin d, /* en «p de coördinaten zijn van een punt buiten S en 

(j', u' en op' die van een punt binnen S. 

4 
De vergelijking van Laplace , waaraan — moet voldoen , hetzij 

men d, /* en «p of q\ ia' en q>' als variabelen aanneemt, komt 
onder den volgenden symmetrischen vorm 

AA— 2\dV 4 d'V_ 

~d^V '^/d^^4— ^* dy' 
Substitueert men nu in het tweede lid dezer vergelijking voor V 

\ 

de uitdrukking — , die symmetrisch is ten opzichte van <y, fi en (s\ fi 

dan vindt men na differentiatie eene uitdrukking, weer symme- 
trisch ten opzichte van cj, /[i en d', fJ, Deze opmerking geeft 
Neümann aanleiding tot het opstellen van drie differentiaal-verge- 

... 4 

lijkingen , waaraan --r- moet voldoen en die de ontwikkeling tot op 

de constanten na bepalen. Door drie andere voorwaarden in te 
voeren, worden ook deze bepaald en zoo vindt men ten slotte 

l^=l.2 2Kra Oam (cf) P.„ ((t') P„„ {(l) P.„ ^ COS m (9 — <p') l») 

waarin A,„ en P„„ (x) reeds bekend zijn uit § 2 en 3. Verder 
is Qam (x) de toegevoegde functie van de tweede soort, nl 
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"■" ^ ^ ~ |n_4-m (— ir ^ ' ~d^^ 

waarin Q. (x) de eigenlijke kogelfunctie van de tweede soort is, 
die o. a. door eene bepaalde int^raal kan uitgedrukt worden: 

0.(x) = a ƒ — -^dz. 



1 r' 

2/-. 



Zooals bekend is, heeft men 

P„m (x) izz oo voor Modulus x =: cx) *) en Q„„ (x) zn 0. 

Om nu door middel van deze ontwikkeling den algemeenen 
vorm der functiën Vi en \^ te bepalen , merkt men op , dat iedere 
V, functie van S is te beschouwen als de potentiaal eener lading 
over S in een punt P ((j^«<p) binnen S. 

Denken wij ons dan over S eene lading, waarvan de dichtheid 
in een punt S (aj (J qp*) gelijk ^' is en zij het pppervlakte-element 
in dat punt dco', dan is: 

zoo A' voorstelt den afstand van P tot S. De ontwikkeling van 

\ 
-—, is bekend uit ^^) , waarin nu voor <j', /*', 9' moet gesubstitueerd 

worden cf, ^, 9 en voor a, ^, 9 de coördinaten <jo» f^\ v'- Men 
vindt dan 

Vi = if -2" (P„„ (a) Pp„ ifi) cos m(pA„„ + P„„ {a) P„„ (^) sin m(pB„„ } 

o o 

waarin A„„ =z: - 1^^ 1 Qnm {<fo) Pn», (m') cos raqp'^'dw' 



*) Ook in deze paragraaf zgn de notaties van Heine pag. 210 en van 
ToDHüNTER pag. 88 gevolgd. Daardoor is de constante l anders dan bij 
Neümann in Crelle. t. a. p. Ik zou het bij de schromelijke verwarring 
die in de notaties voor de kogelfdncties reeds bestaat , niet gewaagd hebben 
de uitdrukking van N. te veranderen, ware het niet dat de formules zoo-r 
doende nog meer overeenkomst vertoonden met die voor den bol. De waar- 
den van de kogelfunctiën voor verschiUende waarden der veranderlgke ko- 
men o. a. voor in de uitnemende verhandeling van F. Neumann. BeitrSge 
zur Theorie der Eugelfunctionen. 1878. pag. 88. 



en 
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Bnm = -1„„ ƒ Q»m M P»« {(a) Slll lïKp'^'d»' 

derhalve constante grootheden onafhankelijk van a, fi en q>. De 
algemeene vorm der functiën V| is derhalve 

Vi ziz i? 2: P„„ (ff) P„„ (fi) {cos m(pA„„ -|- sin mqpB»»} i*) 

o o 

Op volkomen dezelfde wijze vindt men voor den algemeenen 
vorm der functiën Va in een pmit buiten S met coördinaten a fA en q> 

V„ = ^ i Q„„ ia) P»„ (9) {cos mipA'.„ + sin m^B'.»}. . . .i*'). 



§ 5. Nu de uitdrukkingen i^) en 1*') gevonden zijn kan men 
ter oplossing van het algemeene probleem volkomen denzelfden 
weg volgen als in het laatste gedeelte van pai^agraaf 2. Zij weer, 
even als daar in ieder punt van den bol , in een punt P, (do (i q>) 
van de rotatie-ellipsoïde de gegeven waarde V, , dan is V. als func- 
tie van ^ en (f» te ontwikkelen volgens kogelfunctiën , en men heeft 
in het algemeen 

00 n 

V, zz: ^ ^ P.„ (ja) {a«„ cos my -f- bom sin mtp] is) 

o o 

waarin a«„ en b„„ geheel bepaalde constanten zijn. In het punt 
P, gaat Vi uit ^*) over in: 

£ 2 Pum (öo) Pnm {(*) {A„„ COS my -f- B.„ siu my} 

o e • 

en V. uit i*") in 

00 B 

2 £ Qbb. (öo) P«m U) [^\m cos mqp 4- B^Bm siu m<y)} 

00 

Door vergelijking met is) vindt men 

* BIB ifio) * BBl yfo) 



"om T|i önn 



B'. 



Oom(<yo) "" QomK) 

De functiën Vj en ¥„, die aan het oppervlak ovei^an in 



00 B 



V, =: ^ ^ P,„ ijl) {a„„ cos mqp -|- b„„ sin my} ^^) 

zijn derhalve 



o -»» 
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Vi =: 2" -2 p°". \ Pnm (m) [an« COS mep + b„„ sin mep] . . . ^^) 

» » Q (<j) 
V„ 1= 2" -S ^ — /x- P»» W [anm COS mg) -f- b„„ sin mipj . . . 16') 

De bepaling van de dichtheid q, die bij de gegeven potentiaal- 
waarde V, behoort , is niet zoo eenvoudig als bij den bol. Men heeft 

^~ 47r\dn"^dN/ 

en, zoo de coördinaten r, en ^, die in het begin van de voor- 
gaande paragraaf gebruikt zijn , weder worden ingevoerd 

£V_dy^di^ dV dfl^ dV^ 
dN~dr dN"'"d(^ dN"*"d9 dN 

Zoowel -Tj^ als -^ is gelijk nul , zoodat n(^ blijft te bepalen 

dV dr _ dV dff dr 
dr dN ~ dff dr dN* 

Brengt men door het punt r & <p eene ellipsoïde confocaal met 
de gegevene en laat men uit het middelpunt eene loodlijn neer op 
het raakvlak aan die ellipsoïde in r # qp, dan is die loodlijn 



__r]/r' — 
l/r 



^r' — c' — '^ 1 X" * — " ' 
— c' sin *& • it'—a' 



17) 



zooals onmiddellijk is af te leiden. Verder is 

dr p dff r 

dN r dr c'ff 
waaruit 

dV__dV p _i Kl — ff, dV 

dN ~ dff c^ff ~ c|/J7ZI7 dff 

Men vindt dus 

_ 4 i ]/ ^ ~ ffo' jdy,_dy, 

in c jX^* — ffo' ' dff dff ; ff z= ffo 

Substitueert men hierin de waarden van Vj en V„ uit ^ö) en *^') 
dan wordt gevonden 

5 
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4^ C ]/^^ — (To' « fP- (^«) öom (<ïo) 

waarin 

^ Unm («To) :i ^ — r„„, {öo) ^ 

Deze waarde van q wordt belangrijk vereenvoudigd door de be- 
kende betrekking *) 

Q». W -^^ -Po. W — j^-- ^;^::^^ 

Ten slotte is dus: 

i 



4»ricl/i— ff,']/^»— «.» 

•" » P fu^ 

. ^ (2n + 1)^ p /"r^ , , {a.„ cosin<p+b™ sin m«p} ïS). 

o o * nm VCJoJ Vom t^To; 

§ 6. De oplossing van ieder vraagstuk , waarbij gegeven is de 
waarde der potentiaal, in de punten der ellipsoïde , kan nu onmid- 
dellijk opgeschreven worden door gebruik te maken van de verge- 
lijkingen 16) 16') en 18). Laat b. v. gevraagd worden over de 
ellipsoïde S eene massa zoodanig te verdeelen, dat in ieder punt 
P, van dat oppervlak V, gelijk zij aan het vierkant der loodlijn 
uit het middelpunt op het raakvlak van het punt P, neerlaten. 

Zoo de coördinaten van P, zijn do, ^ en g), dan is volgens 17) 
van de voorgaande paragraaf 

c'ao'ii—aj') 



\ = 



3 3 

^ — <fo 



Deze uitdrukking moet volgens kogelfunctiën ontwikkeld worden; 
daartoe schrijft men 

i 14 1 

V. = ^cX(1-ci\) — ^ + -1- 

Een bekende vergelijking f) geeft 



*) TODHUNTEB. Treatise, § 109. 
t) Heine. Handbuch, pag. 78. 
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\ 



-=:i(2n + l)Q.(ff.)P.0*) 

«o l* o 

en _*_ = ^ (2 n + 1) Q. (ff.) P. (- ,i) 



ff- 



+ /* 



o-r f* o 



of daar 

p,„ O*) = p,„ (- ^) 

en Pjn + i 04) = — Pjn + i (—h) 

is, heeft men 



o 

00 



of V. =: c\ (1 - ffo') 2: (4n +1) Q,. (o^) P,, O^). 

o 

Uit A6) volgt nu voor de waarde van Vi in een punt Pj met coör- 
dinaten öy fA, q^, 

en uit lö») voor V, in een punt P^ , waarvan de coördinaten zijn a, /i*, g) 



00 



V. = c\ (4 - ff.») ^ (4n + 1) Q,. (ff) P^ {/,) 

O 

terwijl eindelijk ^^) voor de dichtheid in P, geeft 

4^i j/^2 _ ^^ o P^ (do) 

§ 7. In deze paragraaf zullen de uitdmkkingen lö) , ^^) en i^) 
worden toegepast ter bepaling der functiën G, en Ga en der dicht- 
heden ^i en Qj,. De toepassing, hierboven behandeld, is daaraan 
voora%egaan, ten einde nog duidelijker te laten uitkomen, dat de 
wijze van bepaling der functiën van Green geheel overeenkomt 
met het oplossen van ieder ander bijzonder vraagstuk, waarin de 
waarden van V, gegeven zijn. 

De coördinaten van een vast punt Ai zijn 

a\ Il en (p' 

die van een punt Pi binnen S 

ff, fi en (jp, 
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zoo dan Pi valt in P., waarvan de coördinaten zijn: 

<To, (JL en <p 

1 

zal 6i als functie der coördinaten van Aj en Pi overgaan in =;• 

bil 

i 
De ontwikkeling van =r is bekend uit ^^) nl. 

p = - -^ 2" inm Qnm (^^o) Pnm (<ï') Pnm (fl) Pnm (jü') COS Hl (<p — (f') 
Mlti C o O 

wederom is dus de ontwikkeling volgens kogelfunctiën van de 
waarde, die Gi aan het oppervlak aanneemt, bekend, en men heeft 
derhalve uit i^) 

Gi = 1 li X^ ^!!^ P,„ '{a) P„„ ia') P„„ M P„„ (^') cos m (cp - q>') 

en uit 18) 



?i 



Anc'yi—ao']/i*'—<fo' 



Qo n 



. ^ (2n +1) ^ ^n„ ^=4^ P.„ M P.0. (/«') cosm (<p- <p')- • • • i») 

De functie G„ en de dichtheid ^u bepaalt men evenzoo; de 
waarde van deze functie aan het oppervlak is 

-^ =: -2" JS* inm Pnm M Qn» W Pnm M Pnm (i«i') COS m (<p — (f') 

ZOO E„ voorstelt den afstand van een punt P, (oo fi q>) tot een 
vast punt Pa ((j' (4! (p') buiten S. De vergelijking i^') geeft nu 

G„ =5:-^ 1 ;i„m ^r^^ Q- (^) Q- (*^') P- W P- (i-') ^^^ m {q>-<f') 

Co o y„„ ^ffoj 
waarbij uit I8) 



^° 4jrC' ]/4 — ffo' 1/ /*' — ffo' ' 
. I (2n + 1) i A„„ ^ïï^ P.„ 0«) P.„ (j*') <MS ra {<p,— «')... 20) 

O o Vnm \(^o) 

§ 8. Aan het einde van onze beschouwingen, herinneren wij 
üog eens aan de integralen i^) en ^^') uit het eerste hoofdstuk nl. 
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h 



v.' = / e. V. do). 21; 

en 

V.d« 21') 



I" 



waarin thans doo het oppervlakte-element voorstelt. Door deze inte- 
gralen worden V| en V„ in een willekeurig punt bepaald, zoo V, 
gegeven is, en gi en g^ bekend zijn. De vraag dient gesteld te 
worden: waarin gaan deze betrekkingen over bij eene rotatie- 
ellipsoïde , en in hoeverre komen de uitdrukkingen , die zij geven 
voor Vi en V^ overeen met die in i^) en i6'). Ten einde dit na 
te gaan is het noodig het oppervlakte-element doo in het punt 
P, uit te drukken in de coördinaten van dat punt <jo f* <p« 
Men vindt: 

da>=: — c']/^2_<j^2 |/iir^d/*d9 

en worden nu in 21) en 21') de waarden van ^1 eng^, zooeven gevon- 
den , ingevoerd dan zal Vj' de waarde van Vi in het punt Ai (a' /i' cp') 
zijn, zoo de waarde van Vj aan het oppervlak in «Jo f^p gegeven is : 

V.zzzf(^(p). 
Eveneens is V„' de waarde van \^ , bij dezelfde waarde van V, in 
het punt K (ff' fft' <?>') 
Men verkrijgt 

v;==zl^(2n+i)i;i.„^^ 22!) 

waarin 

dg) / P„„ (m) cos m (qp — g)') f(^(p) d(A 

Deze uitdrukkingen zijn geheel dezelfde, als die in ^^) en '^^'), 
wat a priori te verwachten was , daar eene geheel bepaalde functie 
slechts op ééne wijze in kogelfunctiën kan ontwikkeld worden. 
Om duidelijk te maken, dat werkelijk de uitdrukkingen 21 ) en 21') 
en de vroegere overeenkomen , behoeft slechts opgemerkt te wor- 
den, dat in de uitdrukkingen 1^) en ^^^) ondersteld wordt, dat 



22) 
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V. = f(*g.) 
reeds ontwikkeld is volgens kogelfiinctiën. Die ontwikkeling zelve 
vindt men echter in het algemeen volgens pag. 48, aldus 

V. = f(*v)=i-l(2n-|-l)Y, 

4f7r o 

waarin ^» ^^ ƒ ^^^ ƒ '^" ^^^ "*) f (^ V) sin ^' dd- 

Vervangt men hierin P^ (cos co) door de waarde 

P„ (cos to)=z£ A„„ P,„ ifi) P„„ (fi') cos m (qp — q;') 

o 

reeds op pag. 60 aangegeven, dan vindt men 

V. = ^ i (2n + 1) i i.. P„ (|«) R' 

W o o 

zoo R' = / " " dep' r ' p.„ Qt') cos m ((j) — tp') {{9'ip') d^' 



ƒ2» . , /"+ ' 



is, en hieruit de uitdrukkingen 22) en 22') voor VJ en Vó. 
Is dus de ontwikkeling van 

V. = f(l^(p) 
in kogelfiinctiën niet bekend, maar moet zij volgens den alge- 
meenen weg afgeleid worden, dan is het zeker het eenvoudigste 
voor V'i en V'„ de uitdrukkingen 22) en 22) te gebruiken; kent 
men daarent^en die ontwikkeling reeds, of kan zij op andere 
wijze gevonden worden, dan zijn de formules i^) en i^') te verkiezen. 



STELLINGEN. 



I. 



Ter bepaling van de oplossing eener lineaire differentiaal-ver- 
gelijking met constante coëfficiënten, voor het geval, dat de hulp- 
vei^elijking gelijke wortels heeft, verdient de door d'alembert 
gegeven methode geen aanbeveling. 



II. 



Bij het gebruik maken van symbolische methoden tot het oplos- 
sen van differentiaal-vergelijkingen komt het voor, dat van een 
gedeelte der bewerking de beteekenis niet is aan te geven. Het 
verdient afkemnng, de juistheid van het door zoodanige bewerking 
verkr^en resultaat te verklaren uit een algemeen beginsel, dat 
niet bewezen wordt, maar volgens Boole „claims a place among 
the general relations of Thought and Language." 
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III. 

Het substitutie-teeken van Sarrus behoort in de variatie-rekening 
algemeen gebruikt te worden, 

IV. 

Het is wenschelijk de methode van Olbers, ter bepaling eener 
parabolische kometenbaan, af te leiden op de wijze, zooals door 
Oppolzer *) is aangegeven. 

V. . 

In vele gevallen is de methode van Oppolzer , ter bepaling eener 
parabolische kometenbaan, te verkiezen boven die van Olbers. 

VI. 

Voor de bepaling van de parallaxis der zon wordt de methode 
der Venus-overgangen tegenwoordig door andere methoden over- 
troffen. 

VII. 

De oculair-heliometer van Steinheil is ondoelmatig ingericht. 

VHI. 

Bij een universaal-instrument is de inrichting, welke dient om 
het bovendeel te kunnen omleggen, geheel overbodig. 



*) Band LVII „Sitzungsberichte" der Weener Akademie, 
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IX. 



Terecht zegt Kirchhoff (Mathematische Physik). 

„Die Mechanik ist die Wissenschaft von der Bewegung; als ihre 
Aufgabe bezeichnen wir: die in der Natur vor sich gehenden Be- 
wegimgen voUstdndig und auf die einfachste Weise zu beschreiben. 

X. 

Er bestaan geen redenen om met Thomson en Tait van het 

b^insel van kleinste werking gewichtige toepassingen „in der 

abstracten Dynamik und in der Theorie mehrerer Zweige der 
Physik" te verwachten. 

XI. 

Geen wiskundige theorie van de elasticiteit bij vaste lichamen 
is bekend , die voldoende kan geacht worden. 

XII. 

De kinetische gastheorie geeft geen voldoende verklaring van 
de voortplanting van het geluid. 

XIII. 

Het is niet waarschijnlijk, dat de aantrekking tusschen electri- 
sche massa's, op de oppervlakte der aarde geplaatst, afhangt van 
de geografische breedte. 

XIV. 

De bezwaren, die tegen de tweede wet van de mechanische 
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warmletheorie (wet van Claüsius) ingebracht zijn , kunnen voldoende 
weerlegd worden. 



XV. 



Bij de bepaling der verhouding tusschen de electrostatische en 
de electromagnetische eenheid is het te verwachten, dat die me- 
thoden, waarbij geen gebruik gemaakt wordt van condensators, 
de beste resultaten zullen opleveren. 

XVI. 

Het feit, dat de snelheid van een met den stroom afdrijvend 
ingedompeld vast lichaam grooter is dan die van den stroom, 
wordt door Hagen terecht verklaart door de omstandigheid, dat 
bij het water verlies van snelheid- plaats heeft door inwendige 
bew^ingen, die bij het vaste lichaam niet bestaan. 

xvn. 

De halve-cirkelvormige kanalen in het labyrinth van het oor 
vervullen waarschijnlijk eene gewichtige rol bij de ruimte-waar- 
nemingen. 

xvni. 

Die Natur befmdet sich in jedem Momente ihrer Existenz in 
einem erhaltungsmassigen Zustande. Es ist das höchste Ziel der 
biologischen Wissenschaften, die organischen Individuen als erhal- 
tungsmassige Glieder des erhaltungsmassigen Naturganzen zu er- 
kennen. 

MöBivs. (Zeitschrift für wissenBchafÜiche Zoölogie, 1878.) 
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XIX. 



Wir können überhaupt zu keiner Erfahrung von Naturobjecten 
kommen, ohne das Gesetz der Causalitat schon in uns wirkend 
zu haben , es kann also auch nicht erst aus den Erfahrungen , die 
wir an Naturobjecten gemacht haben, abgeleitet sein. 

Helmholtz. (PhyBiologische Optik.) 



XX. 



Onjuist is de volgende redeneering van Bugkle *) 
The deductive method strikes the senses less than the inductive. 
Hence, induction being more accessibie to average standings, is 
more popular than deduction. Hence, too, the teachings of an 
inductive philosophy are more likely to affect national character 
than the teaching of a deductive philosophy. 



*) History of Civilization in Ëngland. vol. V, 



..— ■■ — -^ .>-w ■ --■ ^,r 



